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l)ic vorlipKomlf Si'lirift «iithiilt die Fortsel/unf; iinil «ritera AusnihninK der in 1‘uhlication III in 
Angriff genomnienen L'idersucliuiigcn. Weiiii es ineiiii' Meinung gewesen ist. dass di(‘ volLständige luto- 
giiition der Stiirungsgleicliungen auf (iniiid der dort vorgetn-aeliten Ililfsiuittel keine weiteren Sdiwicrig- 
keiten mehr bieten werde, so muss ieh liier von vornherein Iiekeiinen, dass diesellu' etwa.s voreilig 
gewesen ist, da sich diese llllfsniittcl im Weiteren mancherlei Wandlungen gefallen lassen mussten. 

ln der Tlieorie des Mundes war man schon längst von der Annahme ausgegangen, dass die Sonne 
ihren sclieintiarcn lamf nicht nm den Mittelpunkt der Erde, welche als Centralkiiriier gishacht wird, 
sondem um den gemein.samen Schwerpunkt der Erde und des .Mondes Imschreilie. Diese Verlegung des 
Brennpunktes der Elliiise ist nichts anderes, als eine lineare Transformation der rechtwinkcligen Coor- 
dinaten der Sonne, bezogen auf den Ort der als ruhend gwlachten Erde. Es bieten sich der Analysis 
gewisse lineare Transformationen ejer recht winkeligen (äiordinaten dar. welche geeignet sind, die allge- 
meinen Differentialgleiclmugen der Bewegung in dem rrohlcm der drei Kör|a>r in sehr mcrkwllnligcr 
IVeise zu vereiufaclien. Jarohi, welcher schon vor dem Jahre 1«I2 zu diesen Vereinfacliungen gelangt 
ist, hat tihrigens eine Schwierigkeit in die l’nti’rsuehung gebracht, deren Cnmd in der von ihm ge- 
troffenen IVahl des Cooniinatenur.sprungs zu siiehen ist. Dalier kam es, das.s die lineare Transformation 
gerade auf diejenige Stönmgsaufgahe eine Amvenduiig nicht zuzulasstui schien, in welcher sie sich in 
Wirklichkeit am fmchthai'sten erweist. Nachdem ich gefiinileii hatte, dass die in der Theorie des Moudra 
schon längst übliche Transformation der t'oordinalen jener merkwürdigen linearen Transformation sieh 
iinteronliiet, war ich in ilen Stand gesetzt, in ilieser Theorie die Differentialgleichungen der Bewegung 
in einer einläehen Form aufzustelleii, welche gestattet, die Itesnltate bis zu jeder beliebigen Grenze der 
Geiianigkeit au.szudebneii. Es sind dies zugleich diejenigen Differentinigleictinngcn. welche ohne irgend 
eine Beschränkung aueh für jede andere dem rrohlem der drei Kör|ier untei-geordnele Störungsauf- 
gala! den zweckmilssigsten .Vusgangspuiikt gelien. 

Die Verwerthung der allgemeinen Bewegiingsgleiehnugen in der Theorie des Mondes, wie sic in 
Publication 111 geni.aebt ist, hat iiLsufem eine Bedeutung, als nun die dic.ser Theorie znni Grunde liegenden 
Stöiiingsgleichuiigen geeignet sind, ohne irgend eine weitere Vervollständigung, die Erseheinung in allen 
ihn-u Einzelnheiten miszudrucken. Die bis dahin ühlichen .Stömngsgleiclmngen waren dies zn leisten 
nicht im Stande. Vielmehr haben diiselhen der Genauigkeit von vornherein gewisse unheslinimte Grenzen 
gesteckt, lind es hat die Frage, wie man die notliwemligeii Eigäuzmigeii zu macheii habe, oftmals Ver- 
anlassung zu Verlegenheiten gegeben. Ein Anderes aber sind die Schwierigkeiten, au.s den vorliegenden 
Störungsgicichungen die endlichen Gleichungen lierzulciten . durch wciclie die Erscheinung dnrgestellt 
werden kann. 
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Insofern als die Intesrationssehwieriffkeiten alle filictler, auch die von der ersten Potenz der Masse 
aliliünKigen betreffen, habe ieh schon in Publication 111 ein neues Hiifsiuittel in Vorschlag gebracht, 
welclieiii eine bedeutende Rolle in der laisung des' l’robleni.s zufällt. .Vbweicliend von dein gewöhnlichen 
Verfahren, naeh welchem da.s Integral als Funktion einer einzigen unabhängigen VerUuderlicben darge- 
stellt werden soll, habe ich dasselltc als Funktion zweier verschiedenen Veränderlichen aufgefasst. Dies 
.sind die walireli .\noiualien der beiden sich störenden Körper. Diejenigen Oleicliungen, durch welche sicli 
die beiden wahren Anonialien als Funktion der Zeit iK'Stiinnien, halte ich neben die fertigen Integrale 
hingestellt, da es sich nicht als lönlerlich erweist, die Kliinination iler Iteiden erstgenannten Veiiinder- 
licheu in analytischer Fonn zu bewerkstelligen. Was ich in Publication 111 nur mehr andeutungswei.se zu 
geben die Mittel hatte, hat .sich bei iler weiteren Verfolgung als sehr fruchtltar erwiesen; unil auf Grund 
des obigen Vorschlags halte ich jetzt Gleiehungen aufgestellt, unter deren Beistände die Integration eines 
vorliegenden Störungsgliedcs ungemein erleichtert ist. 

Diejenigen Schwierigkeiten der Aufgabe, welche von der zweiten und von den liiiliercn Potenzen 
der Masse abhängen, treten vorzugsweise in iler Theorie <les Moiiiles hervor, mehr als in irgend einer 
anderen Störungsaufgalw, in solcher Weise, ilass die Genauigkeit, welche mit alleiniger Beriicksichtigung 
der Störuugsglieiler erster Ordnung erlangt wiril, nicht int Stande ist, auch nur oberflächlichen .Vnforde- 
nmgen zu genügen. IhT grosse Einflu.ss ilieser von den höheren Potenzen «ler Ma-sse abhängigen Glieder 
ist in der Tliat die Quelle der eigenthUmliehcn .Schwierigkeiten, welche der Theorie des Mondes liis dahin 
entgegenstanden. Es sinil dies diejenigen Schwierigkeiten, welche dem gro.s.sen Entdecker des Gravita- 
tionsgesetzes zu la>siegen nicht mehr vergönnt gewesen i.st. Dieselben halten bewirkt, tlass Newton in 
seiner Erklärung der Evektiou des Moinles und der Bewegung des Perigäums älter eine gewi.sse Grenze 
der Genauigkeit nicht hinau.sgekomnieii ist. welche von der Wirklichkeit Itedenkliche Abweichung zeigt. 

Diesen Tlieil der ;\ufgabe betreflend halu' ich in Publication III geglaubt, im Wesentlichen mich 
derjenigen Betrachtungsweise anscblies.sen zu müssen, welche allgemein iima.ssgela'nd gewe.sen ist , seitiiem 
man sich Ulierhaupt mit den Stürungsaufgalten lu-schäfligt. Es ist eine so gewöhnliche firscheiuung, dass 
jeder Fortschritt auf ältere als fe.ststehend zu betrachtende Errungenschaften gegründet ist. Das Ver- 
fahren. wmiacli die von den hölieren Potenzen der Mas.sen abhängigen Glieder in iler bisherigen Störungs- 
theorie gebildet werdeit, gründet sich auf die Variation der elliiitischen Elemente. Es hissen sich 
diesem VerfaliiTn vortheilhafte .Seiten abgewinnen. Ins Besondere darf man auf die Kürze der llerleitung 
und auf die geometrische .\nschaulichkeit der darauf gegründeten Störungsgleichungen hinweisen. Ich 
halM' mich lange Zeit vergeblich iMUiiUbt, diesen Weg verfolgend, auf den Schultern der Voi-giinger einen 
festen Standpunkt zu gewinnen. In Publication III habe ich geglaubt, da.s.s gewisse h’unktionen der 
elliptischen Elemente als unbekannte Veränderliche in die Störungsgleichungen eingeführt werden sollen. 
Ich habe denirtigc Bemühungen endlich ganz aufgela'n miis.«eii. Von der Variation der elliptischen 
Elemente Gebrauch machend, steht man mir allzubald vor ernsten Verwicklungen, welehe nicht sehr 
givignet sind, das Vertrauen in die Möglichkeit einer vollständigen analytischen Izksung des Problems 
zn ladcstigen. 

Ich habe jetzt eine andere Methode aufgestellt, welche eine freiere Bewegung der Analysis gestattet. 
In einer sehr wesentlichen Rücksicht i.st dieselbe mit der bisherigen Störungstheorie in Uehereinstimmung. 
Diese Uebereinstinmumg beruht auf der eigenthUmliehcn Fonn, in welcher die unbekannten Veränder- 
lichen dni-ge.stellt werden sollen. Man gelaugt nämlich jedesmal zu Quadraturen, welche unter dem 
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Intogrulzcichcn die unbekannten VchinderUrhen seltjst enthalten. In der neuen Theorie al>cr sind die 
elliptischen Heniente nicht mehr diejeniRcn Grössen, welche, als unbekannte Veränderliche ptcdacht ans 
den SUirunssftleichangen bestimmt werden; als solche habe ich zum Theil andere Grössen verwendet, 
welche sich übriRens ebenso, wie die ellipti-schen Elemente, in der ungestörten elliptischen Bewegung 
als Beständige darstellen. Die weiteren rnler.suchungen haben darauf hin zu einer Anschauungsweise 
der Störungserscheininigen geführt, welche wohl geeignet ist. der gesammten Störungstheorie eine andere 
Gestalt zu geben. Dieser neuen .Viiffas.sung zu Folge sind «« nicht mehr Ellip.sen mit veriinderlichen 
Elementen, in welchen sich die gestörten Kiirjjer bewegen. Es sind vielmehr uiiveiüiiderlirlie, den 
Kepler'schen Gesetzen unterworfene Ellipsen , aus deren ( trtsveriinderung allein alle Slörungserscheiuungen 
erklärt werden sollen. 

Eigenthamlicher Art sind die lutegratifuisschwierigkeiteu, welche hier zu überwinden waren. Das 
Gravitationsgesetz, welches Newton aufgtstellt hat, um die Bewegung der llinimelsköriicr zu erklUren, 
war jederzeit für diejenigen, welchen es vergönnt war, sich iilwr dessen Folgen ein Urtheil zu bilden, 
die Quelle einer inachtigen Anregung. Die VelaTtragung di-s Gravitationsgesefzes auf die Erscheinung 
hat der Forschung eine Heilte schwieriger Fragen vorgelegt , deren Beantwortung sich derjenige llicil 
der Analysis vorbehiilt, welcher die Integration der Differentialgleichungen zur .Aufgabe hat. Doch ist 
es eine EigenthUmlichkeit der reinen .Analysis, so lauge sic ihr Ziel nicht erreicht hat, dass sie es liebt . 
ilenjenigcn Hilfsmitteln zu vertrauen, welche schon in einem andeni Falle sich Itewährt halten. Von 
solchem Stamlpunkte ausgehend halten ilie Analysten dtts IToblem immer noch zu lösen gesucht , nachdem 
es den .Astronomen längst gelungen war, indem sie nur die I‘>scheinung zur Iticht.schnur nahmen, die 
Bewegungen am Himmel auf einem eigenthümlicben Wege aus dem Gravitiitionsgesctze herzuleiten. 
Die.scs gros.se Ergebnis.s ist durch eine bcwundcrn.swerthe Summe von Arlieit in Ih'obachttingen tmd 
Itechnungen erzielt worden. AVenn nun dem ungeachtet die Methode, deren sich die Astronomen bedient 
haben, vor dem Urtheil iler Analy.sten nicht ilic volle Würdigung finden konnte, wenn diesellie den For- 
deniugen der Analysis als nicht entsprechend Itefunden wurile, obwohl die Analysten ihrerseits nicht 
im Stanile gewesen sinil. jenen Erfolgen ein auch nur einigerniass.sen ebenbürtiges littsultat zur Seite 
zu stelb'n, so ist der Vermuthung liaum gegeben, dass tler von denselben bis dahin eingenommene 
Standpunkt mit dem Errcichhai-en ausser Verhindung stehe. Ich selbst habe geglaubt , es sei den 
.Analysten die Aufgala? gestellt, die MetluMle der .Astronomen sich zu eigen zn machen, um dieselbe mit 
den ihnen zu Gelmte steheiuien Hilfsmitteln möglichst zu vervollkommnen. 

Was ich in dem Voi-stehenden angtsleutet habe, ist in den drei ersten .Abschnitten dieser Schrift 
aiLsgeriihrt. Der vierte AUsclmitt beschäftigt sich mit der Anwendtiug meiner .Aufstellungen auf die 
llieorie des Mondes. Die Moudstörungen habe ich in dieser Schrift übrigens nur in ihren ersten Anrängen 
entwickelt, so weit nämlich als es mir nothwendig zu sein schien, damit der Fortgang der Uechnung 
nicht weiteren Schwierigkeiten und Unbestimmtheiten begegne. Die rolLständige Entwicklimg dieser 
Störungen auf Grund der neuen Theorie hoffe ich, werile es mir möglich sein, bald folgen zu lassen. 
Der fünfte und letzte Abschnitt ist noch der linearen Transformation der rechtwinkeligm Coordinaten 
gewidmet. Es gibt ein System von linearen Transfonnationen, welche von einem gewissen Standpunkte 
ans gesehen in dem rrobleiu der drei Körper als gleichberechtigt erscheinen. Den Eintlu.ss dieser 
Transfonnationen auf die Analysis verfolgend habe ich Anhaltspunkte gefunden, welche sich in der 
Lösung des Problems verwerthen lassen. 
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Meine Aufstellungen, wie wohl diesellien ilen rein analytisehen Stamlpiukt festmihalteu l>eanspruehen, 
war ich überall bemüht, den Bedürfnissen der Astronomie nach Mögliclikeit anaupassen. Vielleicht ist 
es mir auch gelungen, die zur leichten und sicheren Beurtheilung iiieiiicr Itesultate erforderlichen oder 
doch irgendwie dienlichen Kinzelnheiten genügend auszurühren. Ich habe dies dann vieiraltig der freund- 
lichen Mitwirkung des Herrn Schünfeld. Direktors der hiesigen Steniwarte, zu verdanken, welcher 
nicht ermüdete, da ich im Laufe der zwei letzten Jahre ihm gegenülrer meine Aufstellungen znm Gegen- 
stände eingehender Besprechungen machte, denselben eine vururlbeilsfreie Critik entgegenzustellen. 

Mannheim, im Novemla'r 1.^70. 



A. Heller. 
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Erster Abschnitt. 



Ucber die kanonische Form der Differentialgleichungen der Bcwepng. 

g 1. Die einfachste Form der linearen Transformation, welche zu einem kanonischen Systeme führt. 

Iler Hauptsache nach sind es bekannte KesuHate, welclie ich in dem vorliegenden .Vbschnitto zu- 
sammengestcllt habe. Insofei-n es die Aufistellungeu der Publicatiun III betrittt. habe ich in einigen Ein- 
zelnheitcn .\enderungen angebracht, welche sich in den unten folgenden Unteiaucliungen als zweckmä.ssig 
erweisen. 

Die beiden sich störenden Massen m und m, seien auf den Oit des C'entralkörpers bezogen, dessen . 
Masse der Einheit glcichgesctzt ist. Die rcchtwiukeligen Coordinaten seien a', //, und Die 

Differentialgleichungen der Bewegung sind: 




wo die Kräftefunktion 

J. X IH XlMMl, __ ^ xm^ 

I äv + »..* + «•* .r,)‘ + — !f.}‘ + t«-» — / J’»* + »,.• + r*' ' 

und X eine positiv gedachte Beständige ist, welche einen bestimmten Werth erhält, sobald man die Ein- 
heit des Zeitmasses festgestcllt hat, vgl. § 3, Pbl. III. 

E.S ist bekannt, dass man jene einfache Form wiederherstellen kann, durch welche sich die Diflbrential- 
gleichungcn der Bewegung auszcichnen, wenn nicht, wie hier, zwei Körper auf den Ort des dritten, sondern 
die drei Körper auf einen beliebigen, aber unbeweglich gedachten Punkt dc.s Baumes bezogen sind. Man 
en'eicht dies dadurch, dass man gewisse lineare Funktionen der Coordinaten als neue Veränderliche ein- 
fiihrt. Die cinfacliste lineare Transformation, welche hierzu dienlich ist, ergibt sich, indem man den 
Nullpunkt des rechtwinkeligen Coordinatensystems nach tlem gemeinsamen Schwerpunkte des Central- 
kürpers und der einen Masse m verlegt. Demgemäss schreibt man die neuen Coordinaten; 

1 
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Die transformirten Differcntialglciclmngen haben die kanonische Fonn, Es ist; 



l." = 



t." = 



1 lU' 

(l-flN)W (/t, 

1 _ dV 
(_ I + »M ► m du, 

1 _ dr 

(i + lüjlH dt. 



U" = 



1 + m «i, 

{1 + MJ m, di,. 

1 + wi + Hl. dl' 

(I + m) NI, dr„ 

1 -f NI + IN, dr 






+ m) M, du 



Die in der Richtung der drei rechtwinkcligen C'oordinatcnachscn auf die hcweglc Masse einwirkenden 
Kräfte sind diesen Gleichungen zufolge gleich den iiartiellcn DilTcrcntiahiuoticntcn der Kriiftefunktion 
nach clicn diesen (kiordinaten, abgesehen von einem der Kriiftefunktion heizuftlgendcn beständigen Factor. 

Eine einfachere Schreibweise der Rechnungen wird dadurch ermöglicht, dass man die von lu und ui, 
abhängigen Coefficienten der Kräflcfunktion durch eine weitere Transformation beseitigt. Ich setze desshalb : 



f. = / 


1 ^ 


t 

II 


(^1 Mi ) M 


n« = 1 


1 


n«. = 7-'' 


(1 4- m 1 1« ^ 


»J* f 


S. = / 


' I 


iH = / 


O 4* Mi) Wi ^ 



jjrjNjtjH, . 
(1 + IN I IN, 



(1 -t- IN I IN, 

1 i- IN .1- Hl, 
U 4- IH_1 IN. 



Es verstellt sich, da.ss die neuen Coordinaten { ij J und nicht mehr die Abstände der beiden bewegten 

Mas.sen von den drei Coordinatenelieuen sind. Es sind durch ditsc Coordinaten die Abstände zweier 
anderen Punkte nnsgedrflckt, welche nur dies mit den Massenpunkten gemein haben, dass sic in der 
Richtung der betrcfi'endcn Leitstrahlen liegen. 

Die ursprilnglichen Coordinaten, durch welche die beiden liewegten Miu<.sen auf den Ort de.s Central- 
kiiqicrs bezogen sind, lassen sich mm aus den folgenden Gleichungen berechnen: 



2. 



Ml 



r,={ 



1 *r wi, 



.r«. = ro» u« T i ein 



1 1 ;. 



l/. o.ciiäfi, + csinp, 

/ 1 -f IN. 



H = J, C06(1| + , 



/ .;„i*-=f / tfü;: 

WO ft, ciue bcätimuile runktion der Massen »i und m, Ut. ^fan ^ndet: 



n» 



„ _ w«. 

I (T-f W)(l + »»a) 






. 1 + »M + 

I (l-hwi)(l + w.>‘ 
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I 



Man crbillt aber das kanonische System: 



dV 




ätr 


“ di 


if* = 


äj. 


dU 




dir 


~ dtj 


ij/’ä 


äi, 


dU 




dir 


““ dt 




'<n. 



welches dadurch ausgezeichnet ist, dass alle von den Massenverhrdtnissen abhängigen CoefTicienten in die 
Krüftefunktion hineingezogen sind. 



g 2. Die lineare Transformation des kanonischen Systems als Funktion einer willkürlichen 

Beständigen. 



Zu dem soeben aufgesfclltcn kanonischen Systeme gelangt man auch vermittelst einer anderen 
linearen Transfonnation, welche allgemeiner ist, als die obige, weil sic eine willkürliche Beständige enthält. 
Setzt man nämlich: 





£ s 2 cos s +■ X, sin f 


1, « X, cos # — X sin « 


i. 


1 ) TS ^ cos f 4* y, ^in t 


r},=s tj, CO« « — y sin « 




£ r cos« 4- r. sin t 


i, SS X, cos « — ; siu t , 



wo £ eine willkürliche Beständige ist, so hat man auch wieiler die Ditferentialgleichungen der Bewegung: 



dV 


d r 


dx 


dx. 


dtr 


„ dU 


dy 


dtf, 


dU 


„ d ir 


dz 


“ ds, 



Die urspriingUchen Coordinateii, durch welche die beiden bewegten Massen auf den Ort des Central- 
kürpers bezogen sind, bestimmen sicli d.ann aus den folgenden (ileichungen; 

l j’, = xc«8» + j:, sin f T,' .“z _ x»=, x, cosi>, — t) + xsin(.«, — «) 

r 1 f 1 in, 

y, = jr ros t + y, sin » I y» = y. c<w (y, — s) + y sin (y. — i) 

' * i" w» f X nt, 

= i c<rt f + X, HD f 7 r* = r, CM fu, — #) + 1 Bin (i^ — e), 

' J + w # 1 -i- I«, ’ 

Um auch <He Krüftefunktion in Uie^iem Sinne zu transformiren, pcbreibt man ohne Weiteres die 
leiden Gleichungen: 

(a* + y*’ + Jo*) = r* cos’ * 4- 2 rr, < cos < sin e 4 r,’ siu’ t 
r+ m. Ca* *4 4- *'*’J — n* cos* 4 - z rr, $ cos - t) sin (ft, — f ) 4- r* sin» Qi, — r), 

1 • 
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wo man abkttrzcml gesetzt liat: 

r> = x*+ v’ + -’ •■.’ = »,* + y,’ + z.’ rr.» = xr, + t/y, + ti, . 

Aus den Coordinatcnwcrthcn G. findet man: 



/ — (x» — X.) = »■,«•» (y + i) — X sin ()1 + ») 

f m ‘T tu, 

I ^ m ~~ ^ 0— if (?• + 0 

I — ro) =r r, co8(ii + 1*^ “ r + f) , 

/ « • 4 - M. 



nacbdi-m mau den ^Y^nkcl n durch die folgenden GlcichuDgon bestimmt hat: 



sin ft 




cosy= t/JL+?L+ . 

/ ( 1 + BiJ («I + W,) 



Zum Bcliufe der weiteren Transformation der Kräftefunktion erhält man aus Vorliegendem noch die 
Gleichung: 



Bim, 
Bl +m. 



^(x» — X,)' + (y» — y.)> + (Xb — = r,> cos> (y + ,) — 2 r,r, cos (y + ») sin (y + •) + r* sin" (> + .) . 



In dieser Form der Kräftefunktioii nehmen die Massen i» und m, eine nicht symmetrische Stellung 
ein. Setzt mau ahkttrzend — t — f,, so ist g -4 = g i g, — . Schreiht man ferner 

f* t* f% = 90' — Ml . so ist (u f = 00* — (>i, ■ Darau.s folgt, dass die 

vorstehenden "Ausdrücke in andere fihergehen, zu welchen man vermittelst der Gleichungen 4. unmittel- 
bar gelangen würde, wenn man im vorigen § den Xullpunkt des rcchtwinkeligen Coordinatensystems nach 
dem gemeinsamen Schwerimnkte des t'cntralkörpers und der Masse iii, verlegen wollte. Zur Bestimmung 
von f», findet man die Gleichungen; 



'=/ 



(1 + 1B,)(bi + Bl,) 



SB =j./AL+."'. + «f/j IM, 

/ (l -f m,)(.Bi +'öi',) ■ 



Eine weitere Beziehung zwischen den drei Winkeln p, p p, netren der obigen p, -- p - 
einfach uu.sgcdrtickt durch die beiden GIcichmigen: 



- Pf, = 90® ist sehr 



lg fl. = m igfi = Bl, tgfi,. 



Jlau kann leicht die neuen Veränderlichen der allgemeinen linearen Transformation G. in eine einfache 
Beziehung zu rcchtwinkeligen t'oonlinaten der beiden gestörten Massen bringen, indem man sich den Null- 
punkt der Coordinaten von dem Ort de.s Centralköriiers weg nach einem anderen Funkte des Itauines 
verlegt denkt. Au.s der Form der linearen Gleichungen folgt, dass dieser Funkt jedenfalls in der Ebene 
der drei Köriicr liegt. Für t =: o fällt dei-selbc, wie man oben gc.schcn hat, mit dem gemeinsamen Schwer- 
punkte des Centralkörpers und der Masse «» zusammen. Setzt man f = p„ , so fällt derselbe mit dem 
gemeinsamen Schwer]iunkte des C'entralkörpcrs und der Masse hi, zu.sammcn. Im Allgemeinen liegt der 
Nullpunkt des neuen Coordinatensystems auf einer Curve, welche in der Ebene der drei Körper verzeichnet 
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durch die beiden soeben erwähnten Schwerpunkte geht. Es ist leicht, die CoorJinaten des neuen Null- 
punktes anzugeben, bezogen auf den Ort des Centralkcir|iers. Dieselben können als lineare Funktionen 
der gleichnamigen neuen Coordinateu aufgefasst werden, und schreilren sich in der Form: 





1/* t 


' f m 


t m. 




1/1 -r 1», 


f m 


f M. 


Z-t, t/.'+J“. >ms-Pz 


T / 1 -P W, 


/ M 


/ M, 



Durch die Elimination der willktirlichen ßeslündigen « erhält man die Gleichungen der erwälinten 
Curre, deren Gestidt selbstverständlich von dem jedesmaligen Orte der beiden sich störenden Körper ab- 
hängig ist. 

Die Coordinaten der beiden sich störenden Körper, bezogen auf den Ort des Centralkörpers, können 
aber in folgender Form angeschricben werden: 



x, = i sin(> + t) + X 

r «IW, 

y. = g sin fg -p i) + r 

r Ml», 



X,, = X, 7/ cos (fs -(- ») -P X 

f M«, 



Ct = Z J, 



sin (n + t) + Z 



, = x, 7/2..+J2- 
F mm, 

y» = y, 7/ ros (g -p .) -p r 
F mm, 

t. = f, 7/ ü+f?: co8(g + 0 + Z. 
r wm, 



Hieraus ist die Beziehung der neuen Veränderlichen zu den rcchtwinkeligen Coordinaten der beiden 
gestörten Massen in Bezug auf den neuen Nullpunkt ersichtlich. 

Die Gesammtbewegiing des gestörten Körpers lässt sich indessen vortheilhaftcr übersehen, wenn dieselbe 
auf den Ort des Centralkörpers bezogen gedacht wird, in welchem Falle sie aus zwei verschiedenen Bewe- 
gungen zusammengesetzt erscheint, vgl. S.’i, Pbl. HI. Die Gesammlbewegung ist hiernach in einer Curve 
dargcstellt, deren Nullpunkt, in der Ebene der rlrci Nürper fortschreitend, um den CentralköqHtr herum selbst 
eine Curve beschreibt. Wenn der Leitstrahl derjenigen Curve, welche die Masse m beschreibt, durch 

^/i- rcosf ausgedrtlckt sein soll, so ist r,sin t die jedesmalige Entfernung des Nullpunktes 

von dem Centralkörper. In ähnlicher Weise beschreibt die andere Masse m, eine Curve, deren Leitstrahl 
)-,co8 (po — «) ist, während der Nullpunkt den Abstand j/i-iflk r sin (g, — t) von dem Cen- 
tralkörpcr hat. 

Die la-itstrahlen der beiden Massenpunkte einerseits, und die Lcitstrahlen der entsprechenden Null- 
punkte anderseits, welche selbstverständlich alle vier in der Ebene der drei Körper enthalten sind, zeigen 
einige merkwürdige Beziehungen zu einander. Der Leitstrahl des ersten Nullpunkts ist jederzeit parallel 
dem I,eitslrahl des zweiten Massenpunktes, und cs steht derselbe in Bezug auf seine Länge in einem 
beständigen Verhältnisse zu dem andera. Ebenso ist auch der Leitstrahl des zweiten Nullpunktes parallel 
dem l,eitstrahl des ersten Ma.sscnpuuktcs, und es stehen deren Längeti in einem beständigen Verhältnisse 
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zu einander. Die Leitstrahlon der beiden Massenpunkte sdincidcn sich in einem der Kbene der drei 
Körper angeliGrigen Punkte. Dieser Punkt fallt mit demjenigen zusammen, welcher sich vorhin als ge- 
meinsamer Nullpunkt der neuen Coordinaten ergeben hat, und dessen Coordinaten, bezogen auf den Ort 
des Ccutralkörpers, mit X Y Z bezeichnet worden sind. 

Die Lösung des Problems der drei Körper ist bekanntlich für alle in dem Planetensysteme vor- 
kommenden Fülle dadurch zu Stande gekommen, dass man die kleinen Verrückungen bestimmt hat, 
welche jeder der beiden sich störenden Körper in einer elliptischen um den Centralkürimr beschriebenen 
Bahn erleidet. Obschon obiges t eine Beständige ist, welche ganz beliebig angenommen werden kann, so 
versteht es sich doch, da.ss eine laisung des Problems in der gedachten Weise bei der Wahl von £ gewisse 
Grearbedingungen voraussetzt. F.S muss e so gewählt sein, dass die Coordinaten x y £ x, f, immer 
nur kleine Abweichungen von den entsprechenden Coordinaten zweier um den Ccntralkörpcr beschriebenen 
KllijBon zeigen, und cs muss in Folge dessen £ als ein kleiner Bruchwerth gedacht werden. 

Die lineare Transformation in ihrer Eigenschaft als Funktion einer willkürlichen Beständigen ist 
Gegenstand einer Untersuchung in § 18 Pbl. 111. Es sind dort die linearen Gleichungen aufgestellt: 






■Ci. = X, + tx , 



wo f, und l die folgenden Werthe hallen: 

j ^ Wt ) 

' ! + *»<»* + fOifit ~ i + m l+fC(t9/i| 

Vertauscht man hier e gogen dessen « -*r cos /'o 

, . sinutcosf 

und 1 -r « cos gegen ' 

SO folgt daraus: 

^ w, »ln t IM — f) 

1 4- w, sin^i.cosOi,— #) ’ *1 + w» sinp,cu8^ » 

und die obigen Coordinatenwerthe gehen Ober in: 



- - y + r. A.=x, + x/'T‘ + "i5^ 

r (1 + m,) w — #) f (I -f «1 cos#». 

Vertauscht man noch x gegen x y' ^ co»» und x, gegen x, y - j||— ')> so erhält die lineare 

Transformation jene einfache Darstellung: 



1/ X, X cos £ + X, sin £ 

r 1-fm 

deren ich mich im Obigen bedient habe, 
licht (Comptes rendus, 20. Juli 186S). 



; ^ = X, cos O, - ») + X «in (g, — f ) , 

t 1 4- «I. 

Diese Umwandlung hat schon vor mir Herr Itiäau veröffent- 
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§ 3. Feststellung der Polarcoordinaten. 

Vermittelst der linearen Transfonnatiun ist die Bewegung der beiden sich störenden Körper nm 
den Ceiitralkörper auf zwei andere Bewegungen zurückgeführl, und bestimmen sich die neuen Bewegun- 
gen durch das kanonische System 5.: 



ar 


.. är 


tix 


dx. 






dy 


ä y. 


dr 


.. rfr 


d; 


= J.-. 



Um dasselbe zu integriren, führt man Pidarcoordinaten ein. Wegen der Symmetrie der Differential- 
gleichungen in der einen und in der anderen Bewegung, ist es hinreichend, diese Beclmung nur für die 
eine Bewegung auszuföhren. Man denke sich eine Kbene durch den Leitstrahl gelegt, also durch die- 
jenige Gerade, welche den Ort des bewegten Massenpunktes mit tlem Xullpunkte der rechlwinkeligcn 
Coordinaten verbindet. Ks sei i der Winkel, unter welchem dieselbe gegen die xy Etienc geneigt ist, 
und » derjenige Winkel, welchen deren Durchschnitt mit der a-i/ Ebene, oder die Knotenlinie, mit der x 
■\chse bildet. Der la^itstrnhl sei mit r, und der Winkel zwischen Leitstrahl und Knotenlinie, das Argu- 
ment der Breite, mit ii bezeichnet. Man schreibt dann die Gleichungen: 

x=s: r ( ros ^ ros m — cos i sin ^ >in u) 

7. y = c (sin co» k corf i cos & sin n) 

; = r sin i sin u . 

Der Winkel i ist auf Iiciden Seiten der xy Ebene zwischen ± 90* gemessen; und die Bichtung betref- 
fend, in welcher der Winkel 0 gcmcäsen werden soll, ist durch die vorliegenden Gleichnngcn die Bc.stim- 
mung getroffen, da.ss fflr i = o der Lcitslrahl mit der x Achse den Winkel O 1 < bilde. 

Indem man bemerkt, dass die Quotienten - i nichts anders sind, als’ die cosinua der Winkel, 

r r r 

welche der I,eitstrahl mit den drei rechtwinkeligen Coordinatcnachsen bildet, kann man leicht einige 
sphärische Dreiecke angchen, aus welchen sich die Gleichungen 7. hcrleilen. Die Strahlen der Kugel, 
welche nach den drei Ecken des sphärischen Dreiecks gezogen werden, sind durch den Leit-strahl, die 
Knotenlinie und eine der drei rcchtwinkeligen Coordiiiatenaclisen ihrer Uichtung nach bestimmt. 

Die rcchtwinkeligen Coordinaten eines Punktes sind dessen Abstände von drei im Nullpunkte 
senkrecht sich schneidenden Ebenen. Die Polarcoordinaten nehmen auf nur zwei Ebenen Bezug. Die 
eine von beiden föllt mit der Ebene der xy zusammen und kann die Ebene des Pols genannt werden; 
die andere, welche durch den Lcitstrahl gelegt ist, enthält ausser diesem auch den Wiukcl «, und soll 
desshalb vorzugsweise die Ebene der Polarcoordinaten heissen. 

Für den Fall, dass die Balm des Massenpunktes eine ungestörte Ellipse ist, ergelmn sich die 
Winkel O und t als beständige Grössen, und « bestimmt sich aus der Gleichung n' = -",i wo n gleich- 
falls eine Beständige ist, welche positiv gedacht werden muss, weil der Winkel h mit der Zeit wachsen 
soll. Durch die Differentiation der beiden aus 7. hcrgeleitctcn Gleichungen; 
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8 . 



0 " . . . . - y 

-r-~ cot « + cot I cos J i 

sin I X 

cot» . . • • « * 

cot II — cot I sin » = — 

Sill I X 



erbiilt man für eben diesen Fall, dass » und i beständige Grössen sind, die beiden: 
^ » sin i sin 9 = y:' — xy’ 

II sin i cos » = Jt" — IX' . 



In dem l’rublem der drei Körper bat man die Winkel ft und i als Vcränderlicbe zu betrachten. 
Doch kann man auch hier die voretchenden Gleichungen !t. in Verbindung mit den Gleichungen 8. beihe- 
halten , indem man neben ft und i noch die beiden Grössen « und « als Veränderliche voraussetzt , und 
die vier Gleichungen zur Bestimmung dieser Veränderlichen verwendet. Es versteht sich, da.ss dann aber 

die obige Gleichung zur Bestimmung von it, nämlich i»' = nicht fortbesteht. 



Es ist leicht zu sehen, dass die beiden Gleichungen 9 . auch durch die folgenden drei ersetzt 
werden können : 








n 

V ’ 



worin das einer Veränderlichen rechts unten beigesetzte u anzcigt, da.ss der partielle Diffcrcntialquoticnt 
dieser Veränderlichen nach « gcnoiumen ist. Von diesen drei Gleichungen sind nur zwei unter sich 
wesentlich verschieden. Die dritte ist eine Folge der beiden andern, mit IlOcksicht auf die beiden iden- 
tischen Gleichungen: 



m— 



Wenn .sich hiernach die ersten Derivirten der drei Quotienten ^ ^ in dem Problem der drei Kör- 
per nicht anders gestalten, als cs unter der .Annahme beständiger Elemente i und ft geschehen würde, 
so gilt dies auch for die ersten Derivirten der Quotienten ^ und *■ Dies ist aber diejenige Annalime, 

welche vorhin zu den Gleichungen 9 . geführt hat. Die vorstehende Umwandlung dieser Gleichungen bietet 
den Vonbeil, dass man mit deren Hilfe sehr leicht die Derivirten aller derjenigen Grössen herstellt, welche 

sich als Funktion der drei Quotienten 7 y - auffas.sen lassen. 

Der Lcitstrahl, indem er den bewegten Körper mit dem Nullpunkte der Coordinaten verbindet, 
beschreibt eine Kegelftäche, in welcher die Bahn des Körpers verzeichnet ist. Man kann sich, die Bahn 
des gestörten Körpers übrigens auch in einer bewegliclicn Ebene verzeichnet denken, deren Lage durch 
den Leitstrahl und die Tangente der Balm bestimmt ist, und welche desslialb als die Berülirungsebcnc 
jener Kegelfläche aufgefas-st werden muss. Indem man auf diese Ebene Bezug nimmt, kann man jener 

Forderung, wonach sich die ersten Derivirten der Quotienten 777 ganz ebenso ge.stalten .sollen, wie e.s 
für' den Fall beständiger Winkel i und ft geschehen würde, leicht einen geometrischen Ausdruck geben. 
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Diese Quotienten bezeichnen die Cosinus der Winkel, welche der I.cilstrahl nüt den drei rechtwinkeligen 
Coordinatcnachscn bildet. Es sollen sich also die kleinen Aendcrungen, welche diese Winkel in einem ver- 
schwindenden Zeittheilc erleiden, daraus erklären, ilass der Lcitstrahl in einer unlreweglichen Elwne fort- 
schreitet. Man bemerke, das.s die Ebene der Dahn, wiewohl selbst beweglich, ihre Lage doch nicht 
ändert, während der Massenpunkt eine verschwindende Strecke in derselben zurilcklcgt. Daraus ist zu 
ersehen, dass sich die Bedin,gungcn, welche in den Gleichungen 0. ausgesprochen sind, crrullcn, sobald die 
Ebene der Polarcoordinaten, denm Lage durch die Winkel tt und i bestimmt worden ist, mit der Ebene 
der Dahn zusauinicnfällt. Es ist dann selbstveiständlidi auch die Eibene der Dahn durch jene Winkel 
9 und i ihrer Lage nach bestimmt. 

Eis ist noch ferner zu bemerken, das.s die Bewegung der Eibene der Bahn jederzeit in einer Drehung 
um den Lcitstrahl besteht. Daraus folgt, dass unter der obigen Voraussetzung auch die Aenderungen 
der beiden Winkel ^ und » Tur die Zeit </f aus der Drehung der Ebene der Polarcoordinaten um den 
jedesmaligen Leitstrahl erklärt werden können, vgl. § 11, Pbl. III. 



§ 4. Die vier endlichen Integrale der Difl'erentialgleichungen der Bewegung. 

Differcntiirt man die Gleichungen 9. des S 3, so erhält man mit Rücksicht auf das System der 
Gleichungen 5. die folgenden: 

, ..." <nr dU 

dt d‘j 

... ' der dU 

(n !in 1 cos O) = * ^ ~ ■ 

Indem man sich die Kräftefunktion als E'uuktion der Polarcoordinaten r r, s denkt, gehen diese Glei- 
chungen Uber in: 

(n sin i sin O) - rü' 

- „ rr, dt 

10 . 

(a sin i cosO) = — ' — — , ■ • 
rr, dt 

Durch die Elimination von 9' lässt .sich aus denselben eine dritte ähnliche Gleichung herleiten. 
Jlan kann auch, um dazu schneller zu gelangen, von den Gleichungen 9. ausgehend, die Derivirte t eli- 
miniren. Man erhält zunächst: 



Bcosi = xg' — yy. 

Durch die Differentiation findet man alsdann ebenso, wie die beiden vorhin anfgestcllten , die dritte 
Gleichung: 



10 . 



(n cos i)’ — 



ary, — yx, dU^ 
rr, dt 



Nachdem man die drei unter 10. gegelanien Differentialgleichungen einzeln genommen zu den ent- 
sprechenden Differentialgleichungen der andern Bahn addirt hat, findet man durch Integration die drei 
Flüchenintegralc: 

i 
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n am t kin d -f sin i, sm 9, = C| 

11. ft sin t cos ^ -h ti, siu t, cos^, = e, 

n cos t + «, cos I, =r c . 

Man kann dem Coordinatensystem durch Drohungen um den Nullpunkt eine solche Lage geben, 
dass die Intcgrntionsbcstündigen Cj und e^ verschwinden. Die beiden ersten Fliichenintegralo schreiben 
sich dann einfacher: 

M sin i + n, sin i, = o . 

Aus der ersten folgt, dass die beiden Bahnen jederzeit einen gemeinsamen Knoten haben, oder dass der 
gemeinsame Durchschnitt der beiden Bahnebenen in der Kbene des Puls fortschreitet. Aus der z^Ycitcn 
Gleichung ersieht man, da n und n, als positive Werthe gedacht werden, ibiss die Winkel i und i, entgegen- 
gesetzte Zeichen führen. 

Mit Hilfe iler beiden letzten Flüchenintegrale kann mau zwei von den vier Grössen « ii, i i, be- 
stimmen, wenn die zwei andern bekannt .sind. Der Abhängigkeit, welche in diesen beiden Fläcbenintc- 
gralcn ausgesprochen ist, lässt sich leicht eine geometrische Auslegung geben. Denkt man sich i > o 
und i, < 0 , so bezeichnen w,, « und c die drei Seiten eines ebenen Dreiecks, welchen lieziehuugs- 
weise die Winkel f, — i, und 180*> — (i — i,) gegenüberstehen. In Folge dessen hassen sich diese beiden 
Flüchenintegrale denn auch in den folgenden symmetrisch gebildeten Gleichungen ausehreiben: 

B, sin (i — t,I = c sin • 

II ein (f, — 0=c Sill i, . 

Man hat oben bei der Transformation der Störungsfunktion die Veränderliche .< eingeftthrt. Es ist: 



fr, » = XX, -f !/!/, + IS, . 

Mit Rücksicht auf die Gleichung O = ü, erhält man durch die Einführung der Coordiuatenwerthe 7. den 
Werth ; 

12. « = cos K cos w, + cos (i — 1 ,) sin ii sin m, . 

Man findet diesen Werth » auch vermittelst eines sphärischen Dreiecks. Dasselbe entspricht einer 
körperlichen Ecke, welche die Ebenen der beiden Bahnen mit der Ebene der drei Körper bilden. Be- 
zeichnet man mit ic den Winket, welchen die beiden Leitstrahlen miteinander bilden, so sind die drei 
Seiten des sphärischen Dreiecks w, « und ii,, unil der der Seite w gegenübcrstchcndc Winkel, durch 
welchen die Neigung der beiden ersten Ebenen zu einander gemessen wird, ist J = i — (,. Da nun 
» = coSMi ist, so bat man wieder den schon oben gefundenen Werth: 

i CO» u ros tt, + cos / sin u «in u, . 

Man kommt öfters in den Fall, von den Beziehungen Gebrauch zu niaclicn, welche zwischen der 
Grösse s und den Derivirten ^ und bestehen. Diese Beziehungen hier nufzustellcn, dazu gibt mir 
(bis soeben betrachtete spliärisdic Dreieck Veranla.ssung. Es seien k und l-, die Winkel, welche die Ebenen 
der beiden Balmcu mit der Ebene der drei Körper bilden. Man hat dann die bi'knnntcn Gleichungen: 
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sin te cos h = sin h cos u, cos J cos » sin u, 
sin KT cos it, = Slu u, cos » — cos J cos u, sin u . 



Statt dessen kann man auch schreiben: 



sin IC ros il s » 



(h 

du 



sin M? cos l,ss — 



du 

du. 



Pas spluirische Dreieck liefert fcnicr die Gleichungen: 

sin to sin s= sin J sin u, sin ic sin k, = sin /sin u . 

Durch die Elimination von t und Ä*, ergeben sich zwei der erwähnten Beziehungen: 

+ sin’ Jsin**#, = 1 — ** 

13. 

( flw ) "^ siu* J sin* M = 1 — s* . 



Aus dem sphärischen Dreiecke folgt auch: 

cos / + cos II cos it, cos IC sin k sin k , . 
Durch die Elimination von k und entsteht eine dritte Beziehung: 

14. + (I — »’) cos J = s sin* / sin w sin 



u, . 



Zur Erledigung der in diesem § gestellten Aufgabe bedarf es noch des Integrals der lebendigen 
Kraft, Eine Integration des Systems der Gleichungen 5, gibt unmittelbar: 

x'* + y * + r‘* + x/* + y,'* + s/* 3 CT — a . 

Durch die Einffliirung der Polarcoordinatcn wird dasselbe übergefuhrt in: 

15. r'*+r;*+^ + ^;^ = 2L'-«. 



g 5. Die DifFercntialgleichungen der Bewegung in Polarcoordinatcn ausgedrUckt. 
DiiTerentürt man die Gleichungen 8.: 

cot M -f cot I eos^ =s ^ 

Bini g 

coiS- , * • • « ^ 

— r— r cot N — cot I sm # = — 
sin t g 

unter der Annahme, dass ^ und t veränderliche Grössen seien, so ergeben sich, nachdem man die Deri 
virten x' y s' mittels der Gleichungen 9. elimiDirt liat, die beiden Differeutialgleichungcn : 

2* 
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16. 



«' + cos I - 



t — sin I cot . 



Die Derivirten u und i sind hierdurch bestimmt, iiachdeju man den Werth der Derivirten einge- 
setzt hat. 



t’nter dem Beistände der letzteren Gleichung 16. lassen sich die Derivirten 11' und u' aus den 
heidcMi Gleichungen 10. 



(m 8injsiu^)' = 



yr, — f V. 

rr. 



dr 

dti 



(m siu I co9<&j':s 



XX, — xr, dC 
rr, ^ ciT 



herleiten. Man Hndet leicht die beiden Wertlic: 



17. 



^' = — 



c . 

— am u sin u, 
tin, 



dr 

di' 



,_^dC 

** du dÄ 



Aus den drei Gleicliungen 7. des 3 sind die beiden Gleichungen 8. hcrgelcitct worden. Es 
ergibt sich aus den erstgenannten noch die dritte Gleichung: 

+ y* + c* . 

Durch zweimaliges Differentiiren entsteht: 



rr" + K* SS xy + yy" + zz" + x'* + y * + x'^ , 
was mit Rücksicht auf die bekannte Gleichung: 

und auf das System der Gleichungen 5. flbergeht in: 



rr"= - 



, dc , dt; 



+ * 



dr 

dz 



Fasst man V wieder als Funktion von rr,sauf, so ent.steht die einfachere Gleichung: 



18. 




dr 

dr ' 



aus «eldicr der Leitstrahl r zu hestiniincn ist. 

Indem man sicli der I’olarcoordinaten bedient, fuhrt man drei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung unter 5. in die vier Differentialgleichungen erster Ordnung IC. und 17. Uber, und in eine Diffe- 
rentialgleicliung zweiter Ordnung unter 18. Im Ganzen kann mau jetzt zur Bestimmung der von der 
Masse iii hcscliriehcncn Bahn die folgenden Gleichungen anschreiben: 



1, 

II. 



_ d» dr 

' du di 



_dU 

dr 
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III. 


‘ r» 


IV. 


econ w. rff* 


»in i nn, ds 


V. 


r sin V sin u, dV 
nn, d* 



Die willkürliche BcstündiKC e kommt nur in der Kräftcfuiiktion vor. Ahgcselicn von der abweichenden 
Ansdruckswcisc der in dem vorliegenden Sy.sterae vorkommenden licsiilndigen Coefficienten ist dasselbe 
genau tlbcreinstimmend mit demjenigen, welches ich in den §§ 11 und 12, Pbl. III aufgcstcllt habe. 

Zur Bestimmung der von der Masse m, beschriebenen Bahn hat man fünf ähnliche Olcichungen. 
Da aber vier Integrale df“s Problems l>ekannt sind, so bleibt anstatt des Systems der zwölften Ordnung 
ein System Differentialgleichungen der achten Ordnung zu integriren. Mit Rücksicht auf das Fläclien- 
integral &—9, fällt die der Gleichung V. entsprechende der anderen Balm weg. Man schreibt dcsshalb 
nur die vier Gleichungen: 



i; 

iir 



■ _ * 
du, ds 




+ r, 



dV 

dr. 



iii: 



u/ + cos i, 9' — ^ j 



jy, _i/ c CO» M, sin M dV 

siui, ~ an. dl 

Mit Rücksicht auf die beiden anderen Flächenintegralc , welche sich als endliche Gleichungen zwischen 
den vier Veränderlichen n n, i i, dar. stellen, kann man von den vier Gleichungen 1. 1.' IV. IV.' irgend zwei , 
streichen. Das Integral der lebendigen Kraft gestattet, noch eine dritte von diesen vier Gleichungen fort- 
zulasgcn. Man gelangt auf diesem Wege zu dem erwähnten Systcino der achten Ordnung. 

Es muss weiter bemerkt werden. d.ass die Veränderliche 0- ausser der Derivirten 0' in den Dif- 
ferentialgleichungen nicht vorkommt. Die Integration des Systems lässt sich desshalb unabhängig von der 
Gleichung V. durchführen. Man behält ein System der siebenten Ordnung, und nach vollzogener Inte- 
gration bestimmt sich die Veränderliche 0 durch eine (juadratur. 

Da auch die unabhängige Veränderliche I, wenn man von dem Differential ii( ab-sieht, in den Dif- 
ferentialgleichungen nicht vorkommt, so lässt sich leicht ein System von sechs gewühuliclien Differential- 
gleichungen aufstelleu, durch welches sechs Veränderliche als Funktion der siebenten bestimmt werden 
können. Xaehdem man das Sj'stcm der sechsten Ordnung integrirt hat, kann man auch die Veränder- 
liche t durch eine Quadratur als Funktion jener siebenten Veränderlichen darstellen. 

Bchlie.sslich soll noch des Falles gedacht werden, das-s die beiden gestörten Bahnen in eine und 
dieselbe Ebene hineinfallcu. Die Ordnung des Systems, von dessen Integration die Lösung des Problems 
abhängt, ist dann um zwei Einheiten kleiner. Aus zweien der drei Flächenintegralo folgt dann ausser 
f = o und i,=o noch die Gleichung « ---m, = c. In Folge dessen fallen drei von den Gleichungen 
I. I.' IV. IV.' weg, und das Integral der lebendigen Kraft kann jetzt dazu dienen, auch die vierte der 
genannten Gleichungen überflüssig zu machen. Ferner sieht man, dass in allen noch übrigen Gleichun- 
gen die Veränderlichen « und u, nur in der Verbindung « — «, Vorkommen. Das System Difl'erential- 
glcichungen ist in der That auf eines der vierten Ordnung zurückgefilhrt. 
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Zweiter Abschnitt. 



Die gestörten Elemente in dem Problem der drei Körper. 

§ 6. Uebcr die Variation der elliptischen Elemente. 

Vier Integrale des Problems haben eine endliche Form; die übrigen Integrale las.scn sich nur in 
Reihenform als Funktion der in den Differentialgleichungen vorkoninienden Veränderlichen aufstellcn. 
Die Aufstellung solcher Reihen, welche zugleich für alle Fälle convergent .sein sollen, ist davon abhängig, 
dass cs gelinge, Funktionen aufzufinden, deren Derivirten neben den Derivirten der Coordinaten näherungs- 
weisc vernachlässigt werden können. Diese Funktionen sind als neue Veränderliche in die Differential- 
gleichungen einzuftlhrcn. Eine zweite Forderung, welche an die neuen Veränderlichen gestellt ist, besteht 
darin, dass deren Derivirten als Funktion einer einzigen unabhängig gedachten Veränderlichen sich dar- 
stellen, nachdem man alle diejenigen Glieder vernachlässigt hat, welche als kleine Grössen der zweiten 
oder auch einer hrdieren Ordnung aufgefasst werden dürfen. Wenn diese beiden Bedingungen erffillt sind, 
so hat die Aufstellung der verlangten Reihen keine theoretischen Schwierigkeiten mehr. Die Ausführung 
ist auf die sogenannte Quadratur zurOckgetührt. 

Auf diesem Wege hat man das Problem der drei Körper für alle in dem Planetensysteme vorkom- 
menden Fälle gelöst. Die Möglichkeit einer solclien Lösung verdankt man bekanntlich dem Umstande, 
dass die Bahnen der beiden um einen Centralkörper sich bewegenden Massen iiäherungsweise mit ellip- 
tischen Balinen zusammenfallen. Man geht jedesmal von jenen endlichen Gleichungen aus, welche sich 
durch die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung zweier Massenpunkto ergeben. Man nimmt 
an, dass die Differentialgleichungen der Bewegung in dem Problem der drei Körper zu Integralen führen, 
welche sich von jenen Gleichungen nur dadurch unterscheiden, da.ss an die Stelle der Integrationsbestün- 
digen, welche man die elliptischen Elemente genannt hat, veränderliche Grössen treten. Man bedient 
sich jener Gleicliuugeu, die elliptischen Elemente als veränderliche Grössen betrachtend, um die Coordi- 
naten des gestörten Körpers in den Differentialgleichungen des Problems der drei Köiiicr zu climinircn. 
Aus den transfonnirten Differentialgleichungen bestimmen sich alsdann die neuen Veränderlichen. 

Zu den erwähnten Intcgi-ationshcständigcn gehören vor Allem die drei Grössen 5 in, deren Deri- 
virten schon oben in dem ersten Abschnitte aufgcstellt worden sind. Der Lcitstrahl der in der unge- 
störten elliptischen Bahn bewegten Masse liereclmet sich aus der Gleichung der Ellipse: 

^ = 1 -)■ « ros V , 
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wenn die wahre Anomalie r gegeben ist. Cm aber die letztere als Funktion der Zeit darzustellcn, kann 
man sich der beiden folgenden Gleichungen bedienen : 

Um auch das Argument der Breite, welches oben mit « bezeichnet worden ist, aus der wahren Anomalie 
zu berechnen, schreibt man noch die einfache Gleichung: 

II + e = c + u , 

indem man den Winkel, welchen die grosse Aclise der Kllipsc mit der Knolenlinie bildet, mit a — d be- 
zeichnet. Diese Gleichungen enthalten noch die vier weiteren unbestimmten Beständigen p e e a, welche 
indessen neben den drei schon oben genannten 0- i w nicht alle zu den Intcgrationsbeständigcn der un- 
gestörten elliptischen Bewegung gezählt werden dürfen. Denn cs besteht zwischen den Elementen n und p 
die Gleichung ti = ITp, wo A- eine bekannte Beständige ist. Zu den obigen drei kommen also die 
weiteren drei elliptischen Elemente c, c und a hinzu. 

Die Derivirten der Eieincntc »i« in der im § 5 gegebenen Form entsprechen in der That den 
vorhin ausgesprochenen Forderungen. Um auch den Derivirten der drei übrigen Elemente eine solche 
Darstellung zu geben, ist ein Verfahren allgemein üblich, welches sich sowohl durch Kürze als auch durch 
geometrische Anschaulichkeit auszeichnct. Zur Bestimmung des Lcitstrahls hat mau die Ditfereutialglei- 
chung der zweiten Ordnung: 




welche sich aus der Gleichung II des § 5 hcrleitct, wenn man dort an die Stelle der Kräftefunktion U die 
Störungsfunktion Si setzt. Man sclueibc nun die Gleichung der Ellipse in der Form y = l-t-ecos(u-j- 0 -w), 

um den daraus berechneten Werth des Lcitstrahls in die vorige Gleichung einzusetzen. Es tritt dann an 
die Stelle des Leitstrahls eine F unktion der zwei neuen Veränderlichen e und w , und es ist in diesem 
Umstande die Mögliclikcit ausgesprochen, diese beiden neuen Veränderlichen aus zwei Differentialglei- 
chungen der ersten Ordnung zu bc.stimnicn. Von der .Annahme ausgehend, dass sich die erste Derivirte 
des Lcitstrahls in der gestörten Ellipse ganz ebenso gestalt« wie in der ungestörten, schreibt man die- 
selbe r’ = ^ c sin (« -j- 0 — a). Geometrisch aufgefa.sst sagt diese Gleichung, dass die Tangente der 

veränderlichen Ellipse mit der Tangente der wirklichen Bahn Zusammenfalle. Analytisch betrachtet hat 
dieselbe, da die Elemente p, c und a in Wirklichkeit veränderlich sein sollen , eine lineare Gleichung 
zur Folge, welche zwischen den Derivirten p‘ e ta besteht. Man erhält, weil ii* = Ap angenommen ist, 
die Gleichung : 

= e'cosr -t-eiinr^oi’— 2 «öd ■ 

Eine zweite Gleicliung dieser Art ergibt sich durch die Differentiation der Gleichung: 
r" = ^ sin (« -}- 0 — ö). 

Man findet: r"= sin r-f ^ cos « «’-l- 25111*^0'^. 
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Wegen n^ = lp geht die Gleichung des Leitstrahls über in; 



_ itc , itti 
C 08 r 4* • 

r> dr 



Setzt man diesen Werth der Derivirten r" in die vorige Gleichung ein, so führt man dieselbe 
aber in: 



1 

k dr 




f 



- 2 sin* 




Die Derivirte n' ist eine bekannte Grösse. Es liegen daher zwei Gleichungcu vor, welche zur De- 
stimmung der Derivirten e und a dienen können. E.s zeigt sich, dass diese Derivirten gleichfalls den 
oben aufgestcliten Forderungen entsiireehen. 

l'm auch die Derivirte r zu erhalten, bildet man aus jenen beiden Gleichungen, aus welchen die 
Veränderliche e als Funktion von t bcstiiniut werden soll, durch DifTerentiation die folgenden: 



— = — — + — . 

f in c l — «* "** ftin f 



(1 — e cos #)#• — «■ sin f =sr I — c*. 



Mit Hacksicht auf die bekannten Gleichungen: 

sin t =s Fi — c* sin c i 
r 



^(1 — ecos f) = 1 — e’ 



gehen dieselben über in: 



t . W f 

■5 i sin c + i » 

1 - 1 » rfi^et 



(1 — f*)#'— / 1 — e*smrc'=-^(l — c'). 



Durch die Elimination von «’ erhält man, wenn zugleich ^ = a(l — c») gesetzt wird: 

*^' = ( f + 1 ) 6ia c j l t~e> ( t - «') . 

Setzt man noch e' = ^ — w' + 2 sin* ^ , so h.at man zur Bestimmung der Derivirten c die 

Gleichung ; 

»•-28in*.ia +(^+ l)»inrj4^, = (5)’;i“=7*Q/-*-- I + C-). 

Für den Fall der ungestörten elliptisclien Bewegung verschwinden darin alle Derivirten. Da dann 
zugleich o in «o übergeht, so folgt, dass die Beständige A- = o»* ist. Aus den übrigen Störongsglci- 
chungen darf die erste Näherung der gros-sen Achse n als bekannt vorausgesetzt werden. Es ist desshalb 

die Grosse y — 1 als Stüruugsglicd der ersten Ordnung gegeben ; und die Derivirte c' besitzt gleich- 
falls die oben verlangten Eigenschaften. 

Die Derivirten <•/ und e' , aus den vorliegenden Gleichungen hergeleitct, haben den kleinen Nenner 
e, was offenbar die Kleinheit ihres Zahlciiwcrthes beeinträchtigt. Man hat diesen Uebclstand fern 
zu halten gesucht, indem man durch die geciguete Verbindung der elliptischen Elemente andere 
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Elemente hcretcllt, in deren Derivirten der Xenner e nicht mehr vorkoiumt. Wie aucli immer dies zu Stande 
kommen maj;, so sind doch die bis dahin in der Störungsthcoric erlangten ncsultatc jedesmal auf die 
Voraussetzung gegründet, dass die oben genannten sc'chs elliplischcn Elemente als verUndcrlichc Grössen 
gedacht werden sollen. 



§ 7. Die elliptischen Elemente ■werden diireli andere Elemente der Störung ersetzt. 

Es war wohl ein glücklicher Gedanke, um zur Lösung des Problems zu gelangen, gewisse Grössen, 
welche in der ungestörten elliptischen Bewegung beständig sind, als neue Veränderliche in die DüTereu- 
tialgleichungen der Bewegung einzuführen. Es ist dies in der Tliat ein Weg, welcher überall zu einem 
brauchb.sren Resultate führt, wo man voraussetzen darf, dass die darzustcllende Krsclieinung nur geringe 
Ahweiebungen zeigt von der Lösung eines hestimuitcu Falles, welche als bekannt vorausgesetzt zum Aus- 
gangspunkte gcnoniinon ist. Die Variation der Constanten ist Nichts anders, als eine hestinunt vorge- 
sebriehene Regel, nach ■welcher man die Differentialgleichungen zu transforrairen hat, damit die Integra- 
tion nur iiocli von Quadraturen nbliängc. Solche Transformationen sind liekanutlidi allgemein gütigen 
Itcgcln niclit unterworfen. Die Aufstellung derselben ist immer nur für besondere Aufgaben möglich, deren 
Eigcnscliaftcn sich in bestimmter Weise kennzeichnen. Die Variation der Constanten erweist sich als eine 
der wichtigsten und umfas.sendsten Regeln dieser Art, welche man üherhanpt hat aufstellcn können. Es 
sind aber, weil dieses Hilfsmittel zum Tlieil am Unrechten Orte angewemiet worden ist, bis dahin noch 
viele Schwierigkeiten in der Störungstheorie ülirig geblichen, welche zu lösen dasselbe berufen sein dürfte. 

Mau Bndet die erste Näherung der elliptischen Elemente, indem man bei der Intcgi'atian der Stö- 
rungsgleichungen die in den einzelnen Gliedern vorkomiuendcn Elemente als Beständige betrachtet. In 
denjenigen Fällen, wo man sich mit der Genauigkeit der ersten Näherung begnügen darf, ist die Inte- 
grationsarheit eine verhältnissmässig einfache zu nennen. Wenn aimr die zweite Näherung der Integrale 
verlangt wird, so tragen zwei der obigen Elemente vorzugsweise die Schuld, dass die Integration ausscr- 
ordentliclien Schwierigkeiten begegnet. Es sind dies die Excentricität e. der Ellipse , mul die Beständige 
der mittleren Anomalie, welche mit c bezeichnet worden ist. Diese iHÜden Elemente kommen in dem 
Werthe des Leitstrahls vor, wenn man denselben aus der Gleichung der Ellipse als Funktion der Zeit 
bestimmt. Es zeigt sidi dann, dass die Störungsglieder verwickelte Funktionen der genannten zwei Ele- 
mente sind. Wenn die zweite Näherung des Integrals aufgcstcllt werden soll, so müssen die elliptischen 
Füementc variirt werden. Diese Rechnung ist cs, welche in der bisherigen Stömngsthcijric einen so er- 
schreckenden Umfang aimimmt. 

Noch ein anderer Vorwurf kann der Methode, welche auf die Variation der elliptischen Elemente 
gegründet ist, nicht erspart werden. Der Lcitstrahl der Ellipse erleidet eine Störung, welche auf die 
Veränderlichkeit der elliptisclien Elemente bezogen, in erster Linie dem Parameter zuzuweisen ist. Die 
Möglichkeit, die Störung des Leitstrahls auf diesen Ursprung zurüekzuführen, ist aber durch die Amiahine, 
dass die Gleichung n = ptj», welche in der ungestörten Ellipse besteht, in der gestörten forthe.«tche, 
von vornlierciii abgeschniUen. Denn die Derivirle von n ist durdi die Gleichung I. des S 5 bestimmt, 
tnid durcli die voi'stchcnde Gleichung hat man auch über den Parameter verfügt. Fa bleibt dann 
nichts übrig, da ^ = 1 -P e cos (« + 0 — <a) ist, als die Störung des I,eitstrahls auf eine Variation des Gliedes 
ccos(ii-{-e- — o) zurückzufahren. Als periodisches Glieil ver.schwindet dasselbe in gewissen Zeitpunkten, 
erreicht aber andcrnfails immer nur einen kleinen Bnichwerth; in der Tlieorie des Mondes höchstens 

3 
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den linicliwerlli • Während sich die Störung des Lcilslrahls durch eine Variation dea Pai-ametcrs dar- 
stellen Hesse, welche jwlerzeit nur einen kleinen Brudithcil desselben ausmachen würde, ist man genöthigt, 
dieselbe aus der kleinen (irössc e cos(h -f » — ai) hei7;uleiten, welche in Folge dessen unverhältnissiuiissig 
grossen Variationen unterworfen ist. 

Die im vorigen Paragraphen berührten Vorzüge der Methode, nach welcher die drei letzten Störungs- 
gleich nngen dort hergeleitet werden, die Ktirze und die geometrische .tnschaulichkeit , sind kein hin- 
reichender Grund, auf die grossen Schwierigkeiten, welche deren Integration iin Gefolge hat, eiiizugehen. 
Ks hat mir eines misten Versuches werth ge.schicnen, ob nicht diejenigen Schwierigkeiten, welche der Inte- 
gration eines auf andere Voraussetzungen gegründeten Systems von Störungsgleichungcn entgegenstehen, 
viel eher zu überwinden seien, als die soeben be.<i>rochenen. Wenn auch lange Zeit meine Itcinlthungen 
erfolglos zu sein schienen, so bin ich nun doch im Stande, ein IntcgrationsverfahR'n einznschlngcn, 
welches von den lieiden soelmn berührten Mängeln frei ist. 

Ich schreilKi die Gleichung ^ = l -j- ecos r, wo }i wieder als Veränderliche gedacht wird; dagegen 
e eine Beständige ist. Der Winkel v, als Funktion der Zeit aufgefasst, soll durch die Differential- 
gleichung <■' = / bestinimt sein, wo I gleichfalls eine Beständige bezeichnet, und auch die in da.s 

Integral dieser Gleichung eingehende willkürliche Beständige r ungestört bleiben soll. Die oben erwähnte 
Gleichung » = / iji soll wegfallen. Ich behalte daher neben den Klementcn ff i ii eine vierte Veränder- 
liche ji zum Behufe der Herstellung von Störungsglcichungen. Zur Bestimmung von ji ergibt sich dann 
allerdings zunächst eine Differentialgleichung der zweiten Ordnung. Allein man findet, dass auch die 
Veränderliche ji, in ähnlicher Weise wie vorhin der ladtstrahl r, als Funktion zweier neuen Veränder- 
lichen dargcslellt werden kaun, deren Derivirten ebenso wie die Derivirten von i » die im S 0 ge- 
stellten Forderungen erfüllen. Zur Bestimmung der sechsten Veränderlichen u habe ich noch die Glei- 
chung H O = f -p CD. 

Da auch jetzt wieder die neu einzufuhrenden Veränderlichen in der ungestörten elliptischen Ibdin 
als Beständige auftreten. so mögen dieselben die Elemente der Störung oder die gestörten Elemente ge- 
nannt werden. 



§ 8. FosLstellung der Zeitcinlieit. 



In der Fidgc soll vorzugsweise die Bahn der einen Mas.se m Itctrachtet. und dabei die Annahme 
festgelullten werden, dass dieselbe von der Balm der anderen Masse vollständig eiiigcschlossen sei, ihiss 
also jeilerzcit r ■< r, sei. Es ist ferner kein unwesentlicher Beitrag zur Vereinfachung der Rechnung, 
wenn man den der Kräftefunktion /’ beigefügten beständigen Factor * in solcher Weise bestimmt, dass 

in der Gleichung (•' =/ der (’oeflicient l zur Einheit werde. Der Coefficient 7, in der Gleichung 

r,' =7, mag in Folge dessen in ä übergehen. 



Man gehe in dieser Absicht von der Gleichung 18. des § 5 aus: 



N» rll 
H dr 



ln der Kräftefunktion f setze man e = o. und entwickle ", nach steigenden Potenzen von um als- 

r. 
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dann alle Glieder dieser Entwicklunp mit Ausnahme des mit p multiidicirtcu Gliinles gicichralls zu 
streiclien. Ferner setze man an die Stelle des gestörten Klenientes n eine llestiindige iif Man behält 
die Gieichnng: 




und man darf annchmen, dass dieselbe identisch sei mit der entsprechenden für die ungestörte Ellipse 
gütigen Gleichung. Für den Fall, dass eine Störung der elliptischen Bahn nicht stattlindet, hat die Gici- 

chung des Leitstrahls die Form = 1 ecosr, vio i>^ eine Beständige ist. Da nun v = sein 
soll, so entstehen durch zweimaliges Diflerentiiren die beiden Gleichungen: 

/ = 1), e «in 0 und r" = ^~ — ^ v • 

Aus der Vergleichung der letzteren mit Obigem ergibt sich, dass 

M. = p,* und »J 

! 1 + w» 

sein muss, und cs ist hiermit der Cocfficicnt x der Fordening gemäss bestimmt. 

Verfährt man in ähnlicher Weise mit der Gleichung: 



hchait man also in der Entwicklung von nach Potenzen des VeriiältnLsses ^ nur die mit multipli- 
cirten Glieder, und setzt man die Beständige ii, an die Stelle von so findet man: 



+ wi» 

' ~ r,f l+'^rq^ä:' 



Ferner findet man für die ungestörte Ellipse, weil r,’ = l ist, die entsprechende Gleichung: 



Aus der Vergleichung ergehen sich diesmal die beiden ; 

= und 



f 1 + m + Ml» ' 

Durcli die Klimination von x aus den jetzt vorliegenden Gleichungen ergibt sich alsdann die Gleichung: 

j t fui, />. y 

/ 1 + IM Ml, V Ml Jp* / 

Der Cocfficicnt X® lässt sich liicmacli durch die drei Beständigen m ?«, — bestimmen. Unter der oben 
‘ 5 * 
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zu ünmde «clegten Aanalime, dass jederzeit r<r, sei, findet man /i<l. In der Theorie des Mondes 
ist nahezu i = ■ 

Zur Verglcichunjj wird liier iiorli bemerkt, dass in l’bl. III eine andere Waid der Zeiteinheit ge- 
troffen ist. In S 21 ist dort die Gleichung r/ — zum Ausgangspunkte genommen, und im Weiteren 
ist der dein obigen ' entsprechende Coefficient mit A bezeichnet. Hiernach ist nun l an die Stelle des 
dortigen * getreten. Es ist auch nicht zu (ibersehen, dass l hier eine Beständige ist, während dasselbe dort 
als Veränderliche aufgefasst werden musste. 



§ 9. Bcstinimung des Parameters. 



Indem ich zur gestörten elliptischen Bahn zurflekkehre, nehme ich sogleich die Bestimmung des 
Parameters in Angriff. Icli gehe wieder von der Gleichung des Leitstrahls aus: 






(ir 
,ir ■ 



Au die Stelle der Kriiftefunktion V setze ich die Stürungsfunktion Sl, indem ich 



r= 



J'.' 






+ fl 



sclircibc. Man liat daun die Gleichung; 



IT” = 



r‘ 



+ r 



(Iß 
rfr ’ 



in welcher die Griis.se r-j- nur Störangsgliedcr enthält. Um die Störungsglicder der zweiten und der 
höheren Ordnungen vorerst ausser .\cht zu lassen, macht man in der Grösse r alle gestörten Elcroento 

zu Beständigen. Die sonst noch in der Gleichung vorkommenden Glieilcr der ersten tlrdnung sind aber 
nicht unabhängig von der Störung der Elemente. Der Werth de.s Elementes ti muss hier eingesetzt 
werden, bevor man zur Integration der Gleichung schreitet. Es ist Iciclit zu sehen, dass die erste 
Näherung von ii unabhängig von den übrigen Elementen gefunden wird, indem man sich der Gleichung; 



, (i(( (Iß 

** da d» 



bedient. IX’nn cs dürfen liier nuf der rcehten Seite in dieser Alisiclit die Elemente als Beständige aiigc- 
sclicn werden. Nachdem man die erste Nälierung von « in die obige Gleichung eingesetzt und zugleich den 

Leitstralil r mittels der Gleichung ^ = 1 -j-ccosr climinirt hat, behält man zur Bcstimiming der ersten 

Näherung von p eine Bifferentialgleirliung der zweiten Ordnung. 

Es hat wohl den Anschein, dass dieser Weg als der kürzeste zum Ziele fuhren werde. Es erweist 
sich aber doch als förderlicher, bevor man zur Bc.stinmutng von p schreitet, an die Stelle von n ein 
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amieres Eleinoiit in die Gloichung eiiiüurührcn. Ich sehtrilm, um eine andere ftleiclmng zur Bestim- 
mung von p aufzustellen, die Gleichung dos Leitstrahls in der folgenden Form an: 






da 

rfr 



Für die ungestörte Ellipse sind oben die Gleichungen aufgezoichnct worden: 

y 5= 1 + € eo» r K = p# sin r . 



Daraus fin<let man durch die F'limination von r: 






Daraufliin schreibe ich, da «, ist, für die gestörte Ellipse die Gleichung: 



2 . 



'" + 7.-^+i’-’0-c>) = 3. 



wo die Veränderliche f/ als eine kleine Grösse der ersten Onlnung aufzufassen ist. Dies q führe ich 
als gestörtes Element in die DitTerentialgleicImngen ein, und soll da.ssell»e in dieser Eigenschaft die Stelle 
des obigen Elements n vertreten. Weiter unten wird man scheu, dass die .Störungsglieder der ersten 
Ordnung in der Derivirten q elwnso wie in der Derivirten n unabhängig von den Störungen der übrigen 
Elemente sind, und da.ss also die erste Xiihening von q gleichfalls durch eine Quadratiu- gefunden wird. 
Die Gleichung des Leitstrahls geht jetzt Uber in : 



(rr')' = ^ - i>,’ f i-«‘) + « + '■ 



Xachdem man die erste Näherung von q eingesetzt, hat. erhält man zur Bestimmung der ersten Nähe- 
rung von p wieder eine Ditrerentiulglrichung der zweiten Ordnung. Die Integration, welche oben, wo 
die erate Näherung des Elementes ti eingesetzt werden sollte, Schwierigkeit gemacht haben wUnlc, lässt 
sich hier leicht bcwerk-stelligen. 

Um nun den rarameter p zu Iwstimmen, schreibe man rr' = |- (r*/ ; und in Folge dessen die 
obige Gleichung in der folgenden Form; 



2 

g 






Man kann diesellw so cinrichteu, da.ss nur Störungsglieder darin Vorkommen. Aus der Gleichung der 
Ellii)sc ^ = l -j-ccosr folgt =e8in r, und daraus weiter: 



Man multiplicirt dies mit p,*, um es alsdann von der vorigen Gleichung abzuziehen. Man erhält zur 
Bestimmung von p die Gleichung: 
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welche in «Icr Tliat nur noch StüningsglitKler eiitlmlt. 

Wenn man hier hcidcrscits lUc Grüssc — />„*, mit einem heliehigen Factor verbunden, addirt, 

so hat man auf der linken Seite eine lineare Kunklinu der Veründerlichen und deren erster und'zwciter 

Derivirten. Man kann aber diesen Factor von yi* — so wählen . dass die rechtsstehenden von ji ali- 
hängigen Glieder eine kleine Grösse der zweiten Ordnung darstellen. Ich addire beiderseits ^ (^i* — ji,’); 
und die rechtsstehenden von jt abhängigen Glieder sind; 






Ü'-i'*)', 



was in der That eine kleine Grösse der zweiten Ordnung ist, weil i> — 2‘o »l* Grösse der ersten Ord- 
nung aufgefasst werden muss. Gebraucht man noch die Abkürzung: 



2 r 





so schreibt sich die Gleichung des l’arameteiss in der Form; 



I {(T.y \ "f ^ 



Indem man die Störungsgliedcr der zweiten Ordnung vorerst als nicht vorhanden lictrachtet, hat 
man zur Uestimmung der ersten Käiieruug von /)* — yi«* eine lineare Diß'erentialglcichung der zweiten 
Onlnung, deren Integration nach bekannten Regeln ausgerühit werden kann. Um dieselbe noch weiter 

zu vereinfachen, setzt inan abkürzend (y<* — = Man behält die einfache Gleichung: 

3. j + 

Es lassen sich leicht zwei Wert he n der reducirten Gleichung: 






aogebcD. In der Tliat genügen dieser Gleichung di^ beiden Werthe: 



£ s ~ sm c 



Denn man findet die entsprechenden Derivirten: 
sin =cos r -H e 
(^.iar]'=-(.^)’,inr. 



: = — cos r • 
P 



t — cos c I = — sin p 
VJ* ) 
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l 

i 

! 

r 



Um da.s vollständige Integral der Oieichung 3. nufzustollen. s^tze man : 

f s= “ rfc cns r + Ä sin r) , 

y 

WO k und h zwei neue Eleiiieute sind, welche an die Stelle von p tretend die Fonlerung erAilleii. dass in 
deren ersten Berivirten alle Glieder erslet; Ordnung sich als gegelK'ne Grossen darstelleu. Durch die 
Differentiation des Vorliegenden entsteht: 

r' = ^tJt'cns r -f A'tin c) — Isiii r /i(ces r -t- c). 

Uisst man den Factor von fiir sich verschwimlen, schreibt man also: 



V cus r + K sin r = o. 



SO tjchUIt man die einfachere Gleichung: 



r” = — t- sin c + ?i fco5 r + e) . 



Ferner erhält man durch die zweite Differentiation: 






V sin V + Ä' (co9 r 1 ) . 



Aus deren Verbindung mit der Gleichung ü. ergibt sich zur Bestimmung der Derivirten i’ und /i', neben 
der obigen, noch eine zweite Gleichung, nändicli: 

— fsinr + A'(ccmc+c) = 9 + + P. 

Aus diesen beulen Gleichungen ergeben sich die Derivirten: 



-‘' = 7“"r(«+’-dr +^') 

V=jCO*c( g+cj® +J-) 



Die Störungsglieder der ersten Ordnung sind in der Thal unabhängig von den Störungen der Elemente, 
das F^lement q sclbstverstiindlich ausgenommen, dessen Werth in die Gleichungen eingesetzt werden muss, 
bevor man zu deren Integration schreitet. . 

Xachdein man die Elemente k und h bestimmt hat, findet man auch den Parameter. D.izu dient 
die Gleichung: 

6. !>• — 2.^(1 cos c+h sin r} . 

Die Derivirte // findet m:m durch die Diffeientiation des Vorliegenden. Es ist : 

7. yi^ — — sin r — A cos r) — c sin r (k cos r + A sin r) . 

Auf die.sera Wege gelaugt man mit Hilfe von Quadraturen zu der ersten Näherung von p. Wenn 
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l)ci dor Integration der Störungsgleiehungcn die IHieder der zweiten und höheren Ordnungen mitberück- 
siclitigt wcnlcn sollen, so kommt auch da» Glicil P in Uetracht, welches hckanntlich eine Kunkthm von 
j) ist. Man schreibt, weil neben ji* aucli andere Potenzen von p Vorkommen, die (ileichung B. zweck- 
mässig in der kürzeren Form: 

^-,— 1=2». wo » = ^ 1 1- cos f 4 h sin r) . 

r . 

Unter Anwendung des binomi.schen Satzes ergibt sich: 

-~ = (i + 2ä0^ + • • 

-^ = (1 4-2j»)~ ^ = 1-;/ + • • • 

Man kann nun das oIkui als eine (iriis.se zweiter Ordnung in die Störungsgleichungen eingeAihrte P in 
einer nach steigenden Potenzen von y geonlncteii Iteihe au.sdriicken. Man Bildet: 



P = 4-^(e' + -^'-Sp.-) = V + + - • •)• 



§10. Bestimmung der Veränderlichen q. 



.Vus den Stömngsglcichungen 4. und 5. findet man die Elemente k und 7i, unter der Voraussetzung, 
das.» das Element q bekannt i.st. Um q zu bestimmen, geht man von der Oleichung 2. aus: 

i" 4- -j- — — r') = *• 

Durch Differentiatioii findet man die Derivirte: 



2' 



4 2 
r> ^ 





oder auch, indem man die bekannten Derivirten »' und r" einsetzt, die Störungsgleichung: 



8. 



1_ öfl iltn iia 
~2 ^ 



Man findet aus dersellien ohne Weiteres die erste Näherung von q, weil alle Stöningsglieder 
erster Ordnung in dieser Oleichung gegebene Grössen sind. Die Integratiousarbeit kann übrigens erheb- 
lich abgekürzt werden, wenn mau bemerkt, das» »ich der Ilainrtbestandtheil des Integrals sehr leicht ver- 
mittelst der Störungsfunktiou ausdrUckt. Man hat nämlich die Derivirte: 



’dSl <U H dft M, dlÄ , rf.Q 

tü du r* du. r,* ) df ^ dr 
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und die Gleichung 8. geht in Folge dessen über in; 

I , ^ rfiJ ätt «, ^ äst , 

--H—a - — — j - -J- r, • 

Für die ungestörte Ellipse hat mau «j, = 1)%} und r, = A/i,,,r, sin t',. Daraus ersieht man , dass 
von den beiden neben der Derivirten ß' in der vorstehenden Gleichung vorkonmienden Gliedern das eine 
den Factor A, das andere den Factor ic, hat. Diese iHudeii Factoreii sind aber kleine Bnidiwerthe, und 
cs .ist offeiiliar die Stürungsfuiiktion Sl tier Hauptbestandtheil des Werthes q. 

Zu denLselljcn Resultate gelangt man auch mit Hilfe des Integrals der lebendigen Kraft. Dasselbe; 
zeigt sich, nachdem man noch abkUrzend: 






gesetzt hat, in der folgenden einfachen Form: 

</ +■ qf, = 2 ß — a . 

Wenn man dies ditferentiirt. und alsdann die aits der vorigen Gleichung hei-geleitete Derivirto 

I 



!t. 



dSt äft B, (ist . 

’ ~d7 Ttü,7,' ^ 



dahin eimsetzt, so hat man wieder ilic letztere Form der Derivirten q'. Man gelangt also zu dersfdhen 
Form des Werthes q, welche aas der obigen Umwandlung der Gleichung 8. hervorgeht, indem qian 
den aus der Gleichung !). bestimmten Werth q, in das Integral der lelK'iidigen Kraft einsetzt, und als- 
dann aus dem letzteren die Veränderliche q bestimmt. 

Man hat hiermit noch einen weiteren Anla.s.s gefunden, an die Stelle jenes Elementes « das neue 
Element 'q zu setzen. Das letztere bestimmt sich nämlich vortheilhafter als Jenes ursprüngliche Ele- 
ment n ; abgesehen davon, dass auch die Ilestiimnung von p durch die Einführung von q gefordert worden 
ist Die Vertauschung von n gegen q hat eine Beziehung zu derjenigen Umwandlung, welche im § 54, 
Pbl. III gemacht ist, da ich dort die Gleichung zur Bestimmung des Parameters durch die Gleichung 
der grossen Achse ersetzt habe. 

Ich darf cs nicht nnterlas.sen, an dieser Stelle darauf hinzuweisen. da.ss für den Fall, wo die Bahn 
des störenden Kör]>ers als eine ungestörte Ellipse angesehen wenlen soll, in der vorliegenden Störungs- 
glciclmng !t. nur die vier gestörten Elemente pa i tt verkommen, wiewohl es im Problem deren sechs gibt. 
Es ist von Wichtigkeit, die .Anzahl der gestörten Elemente, welche in den 8töiiing.sglieden> vorkoimnen, 
zu vermindern, weil die erste Näherung des Integrals nach ilcuselben variirt werden muss, wenn man 
zu der zweiten Näherung des Integrals gelangen will. 

Indem man q, an die Stelle von q treten lässt, zeigen sich selbstverständlich auch die Stönings- 
gleichungen 4. und 5., aus welchen die Elemente k und h bestimmt werden sollen, unter einer etwas 
geänderten Gestalt. Mau hat nämlich gefunden; 



-V=^8mr(, + c-^^ + p) 



Dieselben gehen jetzt über in: 
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-f = y!mr^afl-o-5,+T^“ + /’j 
(i = -^cosr^Zfl — o — j, + r + P^- 



Mit Rücksicht auf die identische Gleichung: 



schreibt man diesellam zvreekmUssiger: 



-j^ + r,_,- + fl = o 



10. —k'= -^siD r — r, — n — 5 , + P^ 

11. k =ycrj8r(^fl-r,^'®-n-5, + pj. 

Die aus der Gleichung !l. zu bestimmende Veränderliche q, hat man in diese, Gleichungen cin- 
zu.setzen, um die Klemente i und h I>c‘stimmeu zu künncti. Nach erfolgter Substitution lyesitzen diesclljcn 
für den angegebenen Fall gleichfalls die Eigenschaft, dass nur die vier gestörten Elemente j>ai& darin 
Vorkommen. 



§ 11. Bestimmung des Perihcls. 

Man kennt jetzt die Derivirten der Elemente »ikhq. Es hleilit noch übrig, die Derivirte des 
seclistcn Elementes m = ii -j- O — v aufzustellcn. Es ist a — u +0’ — r. Indem man die bekannten 
Derivirten hier einsetzt, erhält man die Stömngsgicicliung : 

— 2 sin* 4-#' = 

2 r» 

in welcher das Element tt eine Stelle einninimt. 

Nachdem man die ersten Näherungen von klinmlq bestimmt hat, ergibt sich die erste Näherung 
von II aus der Gleichung 2.: 

+ -;y--f-+ p-m -«>)=«• 

Es ist r = pc sine + yp' • ln Folge dessen geht die vorliegende Gleichung ülier in: 

+ * “(j-* “ IP’ “ (1 -«’) + * rp’ ' sia t + (yj P * = 2 • 

Zum Behuf der weiteren Rechnung gibt mau dersellien eine vortheilhaftere Gestalt, indem man 
anstatt des Gliedes 2rp'e sin e vermittelst einer theilweisen Integration eine vollständige Derivirte cinführt 
Man schreibt in dieser Absicht: 
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*fP'y '«•”' = +(l-e>- Cp'-p.*)- 

Die Gleichung zur liestimmung von » geht dann über in: 

-’ jü*’* + 2 ^ (p* - 1^’) - (p* - p.*) + (y « sin r (p* - P.’)] + (y) p ’ = J • 

Indem man nun die schon oben angewendeten Abkürztingen einfuhrt: 

i V ("■ + T(f =^> 

schrcibt man dieselbe noch einfacher: 

12. + +*(*-^"inr) ='i + 2i'-(y] p’- 

Der ans dieser Gleichung berechnete Werth n soll nun in die obige Stiiningsgleichung eingesetzt 
werden. Der vollständige Werth « ist zwar durch eine Wurzelgriisse misgedriickt, welche jedenfalls in 
einer Reihe entwickelt werden muss. In so fern es sich alwr hei der liestimmung von » nur um die 
erste N'ähcning handelt, ist eine einfaeherc Darstellung diesc.s Werthes zulässig. Man mache von der 
nachfolgenden iilcntischen Gleichung Gebrauch: 



2pj» (« - p'j = »> - ji* + Ql» - p.»)» — (b - p,»j» , 

auf deren rechter Seite die Grösse «»— ji* ilurch die Gleichung 12, unmittelbar gegeben ist. Die beiden 
andern Glieder zur Rechten sind kleine Grössen der zweiten Ordnung. Zur Bestimmung von w hat 
man dann die Sturungsgleichung; 






Man fUhre noch die folgende .Abkürzung ein: 




1 (t»^-p.*i* , 1 («-P.»)» _ „ 

2 r» 2 r» 



und man schreibt die etwas einfachere Störungsgleichung: 

p,»^«'-2sin»-|-a' -^r^esiurj +-^?+P-A’, 

WO P und IV kleine Grössen der zweiten Ordnung sind. 

Das zweite Glied der rechten Seite ist eine vollständige Ilerivirte. Auch das erste Glied der 
rechten Seite, welches durch die Elemente h und A bestimmt ist, Iäs.st sich integriren. ohne vorher die 
ersten Näherungen von h und A eingesetzt zu haben. Indem man sich der Gleichung 3. bedient: 



i" + 




,+ r^ + P, 
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ist man in den Stand gesetzt, dasselbe durch eine Derivirtc zu ersetzen. Die Störuiigsgleichung geht 
nun Uber in; 



— S = -*^esinr^ — * — J* — A". 

und man kann dieselbe integriren, ohne die ersten N'äherungeu von Jt und h zu kennen. 
Man findet zum Beliufe der weiteren Vereinfachung : 



2z‘ — r™ esin c = — 2 (tsiu r — h cosr) + esia r(kcos r + Ä sin c). 

Eliminirt man atwserdera q vermittelst des Integrals der lebendigen Kraft: 

. gs-e, + n = 2ß, 

SO schreibt sich, mit Rücksicht auf die ülentische Gleichung 



(in , dn , „ 

^dr+-''dr-. + '^ = ” 



die StöruDg^gloichuiig in der folgenden Forut; 



13. — pn* — 2 sio’ 0-'^ “ ( ^ r~ ‘ — Ä cos r) — f sin r (fc cos o + A sin r)^ 

+ Ä - 2 r, - A (,. + «) + J* + A-. 

Dieselbe hat eine unverkemiliarc .<Vrhnlichkeit mit derjenigen Fonn, welche ich im § 33, Pbl. III auf- 
gestellt habe. 

Die Stüningsgleichiing 13. enthalt das Element « noch in dem tVerthe .V Derselbe ist ebenso 
wie jenes P, welches auch schon in den Störungsgleicliungeii 10. und 11. vorkomrat, als eine kleine 
Grösse der zweiten Onlnung zu betrachten. Doch zeigt sich dies in einem anderen Verhältnisse zu 
der Gleichung 13. als jenes D zu den Gleichungen 10. und 11. Die Grösse F kann erst dann angegeben 
werden, nachdem man durch die Integration der Gleichungen 10. und 11., in welchen Deine Stelle ein- 
nimmt. die Elemente k und h bestimmt hat. Dagegen ist die Restimmung von X unabhängig von der 

ersten Näherung des FeriheLs, welches aus der Gleichung 13. zu bestimmen ist. Man findet den 'VVertli 

N umiiittelbar als Funktion von k und h. Es ist: 



X 




t lid-P.’)' , 1 
T h + T — h — 



Für den Fall, dass die Grosse JVbei der Restimmung von <a mitberUcksichtigt werden muss, kann übrigens 
nicht lUe RimIo davon sein, dass deren Integration ebenso, wie es für die Stöningsgliedcr der ersten 
Ordnung ge.schehcn ist, ohne vorausgegangehe Sulvstitution der ersten Näherungen von k und h aus- 
gcfiihrt wenle. 

Um die Grösse .V als Funktion von k uml h darzustellen, muss man zu der Gleichung 12. zurück- 
kchren. Darin ist : 



esin c^ = 2^ ^ ^ (Jt cos c f hsiii r)+^csio oftco! r + Äsiaej^ = (l>' ~ P«* — e t‘) ' 



Digitized by Google 



29 



Die Gleichung 12. geht dcsshalb über in: 

_ p. + a (p. _ p,. _ e i) = (, + 2 p) _ jV* ■ 

Man findet leiclit die identische Gleichung: 



„j _ p* + 2 p* (p> — p,>) = «> — p.s + Cp» — p,«)». 

Mit Rücksicht darauf schreibt man, um das Element n zu bestimmen, die Gleichung 12. vortheilhafter 
in der Form: 

14. . n»-p,‘ = p»[zcl + (iy(« + 2P)-(i)*P'’j_Cp»-p.»)»- 

Auf der rechten Seite finden sich nur zwei Glieder der ersten Ordnung; alle übrigen Glieder ge- 
hören der zweiten Ordnung an. Setzt man abkürzond: 












so bcblilt man die einfache Gleichung: 



l=2ar, 



Die binomische Entwicklung gibt: 



oder 



P. 



-,=yTTix- 



^,= l+a:--i-z»-h-^x»-~»c* + -|-i» 

Indem man dies oben einsetzt, findet man, unter dem Beistände der identischen Gleichung: 



den verlangten Werth: 



(» — P.’)’ = «’ — p.* — 2p.’(« — Po’)i 




J P' 

a'r» 






I + r> + -|-I* 




Man hat oben gesehen, da.s.s von den Werthen q, k und h jeder durch die Quadratur eines Aus- 
drucks bestimmt ist, welcher für den Fall, dass die Bahn de.s störenden Korpeis eine ungestörte F.IliiBe 
ist, nur die vier gestörten Elemente p e> i & enthält. Die gleiche Eigenschaft besitzt der Werth «, welcher 
im Vorstehemlen bestimmt worden ist Xachdem män die aus deu Gleichungen 9. 10. 11. 14. liestimm- 
ten Werthe qkh n in die Stöningsgleichung 13. eingesetzt hat, sind auch hier wieder die vier Grössen 
p 13 I tt die einzig vorkommenden gestörten Elemente. 



Digitized by Google 




§ 12. Ueber die der Zeit proportionalen Glieder in den Integralen der Störungsgleichungcn. 

Wenn in.in zur Integration der Stiinuigsgleichungen schreitet, so ist vor ;Ulem zu beachten, dass 
an die Form des Integrals gewisse Fonlerungen gestellt sind, welche nur dann erfüllt werden können, 
wenn man sich hei der Integration der Störungsglieder an ganz bestinmite Vorschriften hält Durch die 
Integration der Störungsgleichungen sollen die Elemente unmittellmr als trigonometrische Funktion der Zeit 
dargestellt werden. Dies ist unerlä.s.slich. damit dieselben für jeden noch so grossen Zeitraum brauchbar 
bleiben. Nur in den lieiden Elementen ft und a. durch welche Kreisbögen dargestellt sind, ist ein der 
Zeit projiortionales Glied unvermeidlich, ln der Tbat waciLsen diese beiilen F.lemente mit der Zeit ins 
Unltegrenzte. während die übrigen Elemente nur zwischen gewis-smi Grenzen variiren. Ferner soll der 
Coeffleient des der Zeit proiiortiounlen Gliedes in jedem der beiden Elemente # und o eine lleständige 
sein. Wollte man zugelien. da.s.s dieser Ow'fticient veränderlich sei. so würden in allen Störungsgleichuiigen 
ohne .\u.snahme lUe Glieiler der zweiten uml höheren Ordnung, welche durch die Variation dieses 
Coefficienten entstehen, die Zeit au.s.serhalb der trignnoiuelri.schen Funktion enthalten, und es wären 
dann auch in den Integralen dieser Gleichungen solche Glie<ler unvermeidlich. 

Unter den Störungsgliedern der ersten Onlnung iiinmit in der Gleichung l.*!. , durch welche das 
Element o Iwsiimmt wird, aurh die Veränderliche 7, eine Stelle ein, welche selbst durch die Integration 
der Gleichung H. gefunden wird, fls ist alwr nicht gestattet, tun etwa die .schon integrirten Glieder 
nicht einer zweiten Integration zu unterwerfen, vennittelst einer theilweisen Integration das genannte 
Störungsglicd durch die Derivirte 7,' zu ersetzen, deren Glieder durch die Gleichung !t. unmittelbar 
gegeben sind. Denn es würden dann in dem Integrale der Gleichung 13. Glieder zum Vorschein kommen, 
welche der oben an.sgesprochenen Forderung nicht mehr genügen, da sie die Zeit auch ausserhalb der 
trigonometrisclirii Funktionen eiitlialten. Mau ist daher genöthigt, bei der Dcstiiumung der ersten Xä- 
herung von a den durch die Integration erzielten Werth 7, einer abermaligen Integration zu unterwerfen. 

Es ist schon oben ihirauf hingewiosen wonlen, da,s.s die Gleichungen 10. und 11. die ersten Nähe- 
rungen von k und li erst dann liefern können, nachdem man das Element 7, liestimnit hat. Die genannten 
Gleichungen las.st>n übrigens noch eine bemerkenswerthe Umwandlung zu. In der Gleichung 10. kann 
man auf Grund einer theilweisen Integrutinn das Element 7, durch deasen Derivirte 7I ersetzen; in der 
Gleichung 11. aber wird 7, jedenfalls mit lie.slUmligem Coefficienten übrig bleiben. Man würde, von dieser 
Umwandlung Gebrauch machend den Wirtheil halien. dass die Grösse 7, welche durch die Integration 
der Gleichung 9. liestiramt worden ist. nur in der Gleichung 11. einer weiteren Integration zu unter- 
werfen ist Die Störungsgleichungcn 10. und 11. haben die Form; 

~~ L' = *ia r “ r, — a — 7, + 

Um die erwähnte Umwamllung anzubringen, bediene ich mich zweier Funktionen, deren Derivirten 
— sine und -^cose sind. Es Ist =2-^e.sinr. Daraus ergibt sich ohne Weiteres die Derivirte: 

(g - ''>(7) “ ') =2fl-e')ycsinc. 
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Auf Grund der identischen Gleichung : 

kann mau auch die folgende Derivirte ansekreihen : 

(Cy)’ Kr + 0 = - 2 " - 7 "" • 

Es ist ferner sin vj = cos n 7 e. Daraus folgt ruuächst : 

(0 + 7)7*'“'') =(* + 7)(co«r + «)+ jesin'B. 

Mit Rücksicht auf die identLsche Gleichmig 1 7 “= y (2 7 c cos r) erhält mau alsdann die Derivirte: 

+ 1) sin r j = 2 (I _ ri) y cos r + Sf. 

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einer unbestimmten Verämlerlichen p. so gehen sie 
über in; 

(c (7)’ Kr+ 0 «sc + cj) =p'(-^y[(i+ l)cosr + e]-2e(l-f')ySinr 

(c (~f)‘ + 0 '■) = »' (7) ('T + *) '+*»(>- 'Oy cosc + Se»- 

Dies zur Richtschnur nehmend bediene ich mich der beiden Transformationen: 
r = t + -L , + l) cos r + 1] 

Ich differentiire dies, um alsdann die Derivirten i' und A' der Gleichungen 10. und 11. einzusetzen. 
Es entstehen die neuen Störungsgleichuugen : 

15. _c-=.^iinr^a-r,^'®-o-./, + »(l -c*)-^ ?)-•!- (yJ[(-^+ 1 ) cosr+c] • 

16. o' = y cosr^fl- r,'jj-a-q, + e (1 - c>) + pj + VC"^) (■?■ + l) c + y» '• 

Nimmt man p ( 1 — c>) = o7?it »« kommt die Veränderliche (y, nur noch in der letzteren Gleichung vor; 
denn in der ersteren Gleichung findet sich nur die Derisirte von j,. welche durch die Gleichung 0. des 
§ 10 unmittelbar gegeben ist. Es kann noch die Hemerkutig beigefügt werden, tla.ss die Veränderliche 
9 , in der Gleichung 16. ebenso wie in der Gleichung 13. einen beständigen Coefficieuten hat, so dasts 
die einer zweiten Integration unterworfenen Glieder der ersten Nähening von a mit den in der ersten 
Näherung von 0 vorkomuienden Ul>ereinstimmen. 

Für’s Erste mag es dahin gestellt sein, ob der Vortheil. welcher sich aus dem Umstande hcr- 
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leitet, (lass die zweifa<^he Intcftration in ihrem Vorkommen möglichst lieschränkt sei, den Verlust an 
Einfachheit und Symmetrie aufzuwiigen im Stande ist, welchen die Störungsgleichungen andererseits 
erleiden. Es wird aber in der Folge noch eine andere Veranla.ssung gegeben sein, auf die hier besprochene 
Trnnsfonnation zuriiekzukommen. ■ 

Um auch die Gleichungen 6. und 7. des § 9, welche zur Bestimmung von i» und ;/ dienen, der 
vorstehenden Transformation zu unterwerfen, schreibt man zunächst: 



k C03 r + Ä Bia p = t CO» f + s »in e — 



r 




•i6inc + ftcosc= — tsinc + «co»r+- 






Wenn dies eingesetzt wird, .so gehen die enviihnten Gleichungen über in: 



17. 



jd — Pu* + 2 e = 2 “ (t CO» e + 0 sin r) 



18. 



f— ^ pp' = e — c sin c — (r sin r — o cos r) — e sin c (t cos r + o sin c) • 
\I‘ J •“ P r 



Aus der Beschaffenheit der Stiiningsglicdcr lässt sich im Voraus ein Schluss ziehen auf die Be- 
schaffenheit der Integrale. In der Stürungsfunktion kommen, nachdem man zum Behufe der Elimination 
der Veränderlichen r r, s von den Gleichungen: 



-^ = I + c cos c 



•^ = 1 + C, COB c. 



8 = cos u cos H, + cos J »in u sin u, 



Gebrauch gemacht hat, nelmn den Fäementen p. p, und J noch die vier Veränderlichen v r, n u, vor. 
Was hiermit Uber die Beschaffenheit der Stürungsfunktion ausgc?sagt ist, gilt fast ebenso auch für die 
Störungsgleichungen seltet In dem ganzen Systeme der Störungsglcichimgcn , durch welche die Bewe- 
gung des gestörten Kör[icrs liest imnit ist, gibt cs keine, in welchen ausser den genannten Veränderlichen 
und den Berivirten p' und p', ‘noch andere Veränderliche vorkonnnen. Bei der Integration der Stönings- 
gliisler kommen aber immer nur die vier Winkclgrössen v v, n ii, in Betraclit, weil dann die erstgcnaimteu 
Grössen, die Elemente p, p, mul J, jedesmal als Beständige, und die Dcrivirtcu p' und p‘, als verschwin- 
deml aufgefa-sst werden sollen. 

Was im Uehrigen die Beschaffenheit der Stömngsglicder betrifft, so zeigt cs sich, nachdem man die 
Entwicklung der Störungsfunktion ausgefUlud bat, dass (hei Störungsgleichungen wesentlich verechiedcn 
sind von den drei übrigen. Bezeichnet man mit ic und tc, zwei lineare Funktionen jener vier Winkel- 
grü.ssen r v, u u, , deren Cocfficicntcn als ganze Zalilen gedacht werden sollen, so bildet sich in der einen 
Hälfte der Störungsgleichungen jedes Glied, glcichgiltig, ob dassrllu! der ersten Ordnung oder einer 
höheren Ordnung angehört , durch die Multiplikation von sin ic mit cos ic,. Dies Produkt führt aber, 
wenn cs zum Behufe der Integi’ation in lineare trigonometrische Funktionen aufgelöst wird, niemals zu 
einem beständigen Glicdc, Das neue Glied zeigt sich jedesmal als sinus eines veränderlichen Winkels. 
Denkt man sich nämlich die vier Veränderlichen » v, u «, als Funktion von I entwickelt, so enthält 
jede derselben ein der Zeit proportionales Glied. Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die Coefficicntcn 
von t in diesen vier Gliedern unter sich kein gemeinschaftliches Maass halien. Es lässt sich daher keine 
lineare Funktion der vier Veränderlichen re, kh, mit ganzzahligen Cocfficicntcn aufstclien, in welcher 
sich die der Zeit proportionalen Glieder gegenseitig aufheben. Die Auflösung des Storungsgliedes in 
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lineare trigonometrische Funktionen kiiunte alx'r nur dann zu einem beständigen Gliede fuhren, wenn 
in der linearen Funktion der Veränderlichen v r, ii u, die der Zeit proportionalen Glieder in ihrer Ge-' 
sammtheit verschwinden, ohne dass zugleich die lineare Funktion selbst verschwindet In Wirklich- 
keit werden diese Glieder nur dann vcrsr-hwimleii, wenn alle CocMcienten der Veränderlichen v r, u ii, 
einzeln genommen gleich Null sind, ln diesem Falle ver.schwindet aber die lineare Funktion selbst Aus 
dem Gesagten ist ersichtlich, dass durch die Integration der Storung.sgleichung 10.. aus welcher sich da.s 
Element k Ix’stimint, keine der Zeit proi»ortionalen Gliisler entstehen. Die Störuugsglcichung 10. hat 
diese Eigenschaft mit jenen beiden Stürungsgleichungen gemein, aus welchen die Elemente q, und i be- 
stimmt wertlen sollen. 

In den übrigen drei Sturungsgleichungen bildet sich jciles Gliisl durch die Multiplikation von 
cos IC mit cos IC,. Die Auflösung in lineare trigonometrische Funktionen gibt hier nicht jedesmal den cosinus 
eines veränderlichen Winkels. Für den Fall, dass .alle Coeflicienten der Veränderlichen r v, ii u, in der 
linearen Funktion einzeln genommen verschwimlen. hat man an der Stelle des neuen Gliedes eine bestän- 
dige Grösse. Von solcher Uesehaffeuheit ist die Stürung.sgleichung 11., aus welcher das Element /i 
bestimmt werden soll; ebenso auch die Gleicliungen zur Itestimmung von a und Die Integration 
dieser drei Störungsgleicliungen führt dcsshalb auf Glieder, welche der Zeit proportional sind. Wenn hiernach 
auch in dem Elemente h Glieder entstehen, welche der Zeit pro|H)rtional sind, so widerstreitet dies un- 
zweifelhaft der obigen Forderung, wonach solche Glieder nur in den Elementeii fr und o zugclasscn sind. 
Man hat es einer merkwürdigen Eigenschaft der Störungsgleichung 1 1 . zu verdanken , welche erst weiter 
unten besprochen werden kann, da.ss die darin vorkommenden beständigen Glieder, und in Folge dessen 
auch die der Zeit proportionajeu Glieder des Elementes h, ausnahmslos fortgeschafft werden können. 



§ 13. Die in den Integralen vorkommenden überzähligen willkürlichen Beständigen. 

Wenn ein System von n gewöhnlichen Differentialgleichungen integrirt werden soll, so kann das 
vollständige Integral durch n endliche Gleichungen von der Form «, = e„ ausgedriiekt werden , worin 
a, eine bestimmte Funktion der Veränderlichen, niid c, eine willkürlielie Beständige. isL Irgend eine dieser » 
Gleichungen kann aber auch durrli eine willkürliche Funktion jener h veränderlicbeu Grössen 
ersetzt werden. Man bat dann ein Integral aufgestellt, in weldicui beliebig viele willkürlicbc Bestän- 
dige Vorkommen. Wenn die Integrationsmelhode zu einem Systeme von Integralen führt, welche im 
Ganzen mehr als h willkürliche Beständige enthalten, so darf man ülwr die überzähligen willkürlichen 
Beständigen frei verfügen. Die Zahl der nnbestiinmten Beständigen braucht nicht grösser zu sein 
als «, um die Fordcningen der be.somlercu Aufgabe jederzeit erfüllen zu köimeii. Es ist aber doch 
nicht gestattet, unter jenen willkürlichen Beständigen ditgenigen , worüber man verfügen will, nach 
Belieben herauszugreifen. Fis könnt«' sein. du.ss die VolLstämligkcit des Integrals dann ungeachtet der 
noch übrigen « unbestimmten Beständigen eine Flinbussc erlitte. 

Die von mir angewendefe Integrationsiucthwie führt zu überzübligen wülkiirliehcn Beständigen. 
Man hat in den Integralen der drei Stömngsgleichungen !l. lö. 16. neben den IntcgratioiLsbcständigen 
n To ffo <be Flxcentricität e und den rarametcr Po unhestimrato Beständige eingeführt Ausserdem 
kommt darin die willkürliche Beständige c vor, welche dem Integral der Gleichung = j entspricht. 

Indem man die Frage erörtert , in welclier Weise man Uber die drei überzähligen Be.ständigcn am zweck- 

5 
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raässiRsten verfiißcn würde, bietet sich ein llUfsmiUcl dar, durch welclies die im vorigen § besproclicne 
"Schwierigkeit, die der Zeit proportionalen Glieder in dem Elemente h be,treffend, gehoben werden kann. 

In der That Hisst sich eine der überzähligen Beständigen in solcher Weise bestimmen, dass die 
der Zeit pro|)ortionalen Glieder des Elementes h Wegfällen. Dazu bedarf man des Beistandes der im 
vorigen § in den Gleichungen 10. und 11. amsgeführten Transformatioiu Man findet, dass sich in 
Folge dieser Transformation die Intcgrationsbe.ständige der Gleichung 8., welche mit dem Buchstaben o 
bezeichnet, in die Gleichungen 10. und 11. cingegangen ist, zu den beständigen Gliedern der Glei- 
chung 11. addirt. Anstatt der Gleichungen 10. und 11. bediene man sich der transformirten Gleichim- 
gen 15. und 16. , welche die willkürliche Veränderliche p enthalten. Setzt manp(l — e*) = o, so zeigen 
sich dieselben in der Form: 



15. 

16. 



- T- = -^ sin . (a - r, 

e *r f- dSl , tA , 3 <w 
. = - cos - r, ^ + rj +-^- . 



Die Grösse a tritt in einem beständigen (iliede der Gleichung 16. auf. Wenn C ilie Summe derjenigen 
bc.ständigcn Glieder bezeichnet, welclie neben dem envähuten von a abhängigen Gliede Vorkommen, 
so bringt man alle beständigen Glieder der Gleichung 16. zum Verschwinden, indem man die über- 
zählige Beständige a durch die Gleichung C+-|- = o bestimmt. 

Nachdem man in dieser Weise über die überzählige Be.ständige a vgrfügt hat, mus,s der l’aramcter 
Pt als Integrationsbestäiidige festgelialtcn werden. Denn aus der Gleichung 17. des vorigen §: 



-P«’+yl‘'^ = *-y (vcose-p oainv) 



ersieht man, dass die Integrationsbeständigc zwar durch die Beständige o, nicht aber durch eine 
der Beständigen <Jq und r,, ersetzt werden könnte. 

Im Uebrigen kann leicht nachgewic.scn werden, dass die Beständigen e und c einerseits, und die 
Beständigen Og und r, anderseits einander ersetzen. Man hat nämlich, um den Lcitstrahl der unge- 
störten EUipse zu bestimmen, die Gleichung: "" — 

Daraus folgt ^=l4-ecosti, wo v als Funktion von t gegeben ist, indem man die folgenden Glei- 
chungen ansebreibt: 

= i-esiat = (t-c)(l-e>)^- 



Die beiden Intcgrationsbcständigen der obigen Dift'erentialgleichung zweiter Ordnung sind bekanntlich e 
und e. Bei der Bestimmung der gestörten Bahn tritt an deren Stelle die folgende: 



rr" 



ü* — ^ J. 
r* ~r ^ dr ■ 



Das Integral dieser Gleichung enthalt neben den willkürlichen Beständigen e und e noch die beiden 
Integrutionsbeständigen und i,. Man hat nämlich die.s Integral in der Form = l-j-ecos» vor- 
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-r- 

ausgesetzt, wo e und c von vorn herein als unbestimmte Beständige gedacht sind. In Folge dessen 
hat sich zur Bestimmung des Parameters die Gleichung 17 : 

P* — ?•' + = 2 cos V + o sin c) 

ergeben; und zur Bestimmung der Veränderlichen r und a sind die Gleichungen 15. und 16. aufgestellt 
worden, welche ihrerseits die Integrationslwstiindigen o, und t,, herbeifuhren. Nichts hindert, denselben 
Weg zu der Bestimmung der ungestörten Bahn einznschlagen. Aus dem Integral der lebendigen Kraft 
ergibt sich, wenn q — o und q,—o gesetzt wird, wegen ä = o auch i» = o. Kerner findet man die ersten 
Näherungen r = und a = a,. Die erste Nälierung des Parameters bestimmt sich demnach aus der 
Gleichung: 

p> — = 2 (t, CO» c + o. sin t) , 

und es ist ersichGich, dass r, und a^ die Stellvertreter jener Integrationsl>eständigen e und c sind. 

Uebrigens durfte man ü!>er die Beständigen e und c doch niclit ohne alle Uücksicht verfUgen. 
Denn die Convergenz der Integrale, welche den Gleichungen 15. und 16. entsprechen. Ist an die Bedin- 
gung geknüpft, dass P eine kleine Grösse der zweiten Ordnung sei; und hiermit ist denn zugleich die 
Forderung ausgesprochen, da.s.s die Beständigen e und e so gewählt sein müssen, wie sie sich unter der 
.Annahme einer ungestörten Ellipse der wirklichen Bahn ungefähr anpassen würden. An den in solcher 
Weise gewählten Werthen e und c aber dürfte man nachträglich beliebige .Aenderungen anbringen, 
wenn deren Betrag die Variation.sgre.uzcn der Elemente nicht überschreitet. Unter dieser Beschränkung 
würden die willkürlich gewählten Beständigen e und e der Convergenz der Integrale kein Iliuderniss in 
den AVeg legen. 

Es ist leicht zu sehen, dass ins Besondere die Integration.sbcständigcn a,, und c einander ersetzen. 
Die Bahn der ungestörten elliptischen Bewegung ist durch die Gleichung = 1 -j-c cos e bestimmt, wo 

p,e und c in jedem gegebenen Falle bestimmte 2ahlenwerthe sind. Wollte mau die Beständige c um 
einen kleinen, wenn auch von t unabhängigen Betrag de ändern, so dass sich aus der vorliegenden 
Gleichung doch wieder der nämliche Leitstrahl r ergibt, so müsste der beständige Parameter durch 
einen vcrändcrliehen Parameter p ersetzt werden, oder cs müsste derselbe eine veränderliche Variation 
crlialteii. Dieser veränderliche Parameter fällt selbstverständlich mit demjenigen AVerthe p zusammen, 
welcher vorhin unter der .Annahme, dass die Elemente « und c unbestimmte Grössen seien, für die unge- 
störte Ellipse aufgestellt worden ist. Es kommt nur darauf an, dass mau in diesem AVerthe p die Be- 
ständigen Pf 0 , r, angemessen bestimme. Man scltfeibe die Gleichung der EUijisc in der folgenden Form: 

p* = r> (1 -b e CO» »p. 

Daraus ergibt sich die A^ariation des Parameters nach c: 

(p*) = — 2r* (1 + ecoarjesin o ^ c ■ 

Es ist — 7e ~ ’dt~(’r ) ' dcsshalb auch: 

J = 2 p* de c»io V . 

5‘ 
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Da nun p^eSe in der ersten Niihenins einer Beständißcn ßleichßcsebit werden darf, so ist die Variation 
ä(jA) identisch mit dem zweiten Gliedc rechts der Gleichung : 

j>* — j>,* = 2 (t, C08 e + «oSin «)• 

Ea ist hiernach jetlcr Zweifel geholien . dass sich die willkürlichen Beständigen Oj und c einander 
ersetzen, und dass also die eine von beiden willkürlich bleiben muss, sobald man Uber die andere Verfügung 
getroffen hat. Man hat einen Gnind, jedenfalls = o zu setzen. Denn mau findet , dass sich alle 
Glieder des Austlrucks r cose-)- osin e al.« cosinus, und alle Glieder des Ausdrucks t sine — ocose als sinns 
darstcllcn. Wollte man «o nicht gleich 'Null setzen, so iiälime das einzige mit a„ multi|dicirte Glied 
neben den übrigen Gliedern dieser .Ausdrücke, mit Kücksicht auf die vorerwähnte Eigenschaft derselben 
eine Ausimhmsstellung ein, welche der Integration der Störungsgleichnngen zum grossen Hindemiss 
gereichen würde. 

Du also c und a, einander ersetzen, so versteht e.s sich, dass auch die Beständigen c und tj 
in der nämlichen Beziehung zu einander stehen. Wenn mau die Gleichung der Ellipse 

;j’ =! r* (1 -t f cosr)* 

nach e variirt, unter der Voraussetzung, dass einem bestimmten t jedenfalls der nämliche Leitstrihl 
enLsprechc. so erliält man die A'ariation des rarameters: 

i(p>) = 2r'(l + ecosej^co» b — 

Die Derivirte enthält, wenn die. Veränderliche v als Funktion von e aus den Gleichungen : 



hergeleitet wird, ein der Zeit profwrlionalcs GlietL Dies Glied der Derivirten ^ lässt sich aber durch 
eine andere Wahl iler Beständigen /, welche im § 8 der Einheit gleichgesctz.t worden ist. vermeiden. 
Siinnit man in der allgemeineren Gleichung: 

t — c «in » = !(( — c)(l — 

die Beständige f als Funktion von c, indem man /(I — c*j’ - 1 setzt, so erhält man durch die Diffe- 
rentiation nach f die beiden Gleichungen: 



dl' __ ilr di 
sin r ~ 1 — e* sin t 



(1 — £ cos i) d« = sin t de » 



von denen die letztere, mit Kücksicht auf die Gleichung -^(1 — ecos«) = 1 — c’, übergeht in; 

dt j> de 

»in # r 1 — c* 

Durch die Klimiiiatioii von dt erhält man den Werth: , 
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dc~y r J l- e»’ 



Die Substitution von^- in die obige Variation des Parameters gibt: 
und durch Reduktion findet man den einfacheren Wcrtli: 



* (l>*) = ® * + V ®) • 

Eine weitere Vereinfachung erfahrt diese Gleichung, wenn man anstatt der Variation des Para- 
meters die der grossen Achse a = f;^ aufstellt. Man findet: 

/ 

, , * n* j) 



Indem man schliesslich die Griissc einer Beständigen gleich-setzt, gibt man' der nach e genommenen 
Variation des Parameters, soweit dieselbe veränderlich ist, diejenige Form, welche mit dem ersten Gliede 
auf der rechten Seite der Gleichung: 



p* ~ p#*= 3 “(t,cos® + «,sin v) 



klentisch ist Man gelangt zu dem Schlüsse, dass die Beständigen und e des vollständigen Integrals 
einander ersetzen. 

Man hat übrigens zunächst keinen Grund, anstatt der einen oder der andern Beständigen einen 
bestimmten Werth zu setzen. Es miichU: sich vielmehr empfehlen, netien der Beständigen e auch die 
andere willkürlich zu lassen. Gewisse Forderungen des Problem.s, welche auf ilie Bedürfnisse des 
besonderen Falles Bezug haben, lassen sich leicht erfüllen, so lange man über die eine oder die andere 
Beständige verfügen kann. 



§14. Das System der Sförungsgleichungen in dem Problem der drei Körper. 



Um die Uebersicht über die zu benutzenden Stiirungsgicichungen zu haben, schreibt man zunächst 
die Gleichung 9. und die Gleichungen 15. und Iti. des vorigen §: 



I. 


1 , dSl da n, dSl , 

T*' ~ ~dt äü,rj W/' 


u. 


-.■ = -^sinv(a-r,^-4,+pj 


III. 
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Nacli erfolgter Integration erhalt man den Parameter aus der Gleichung; 

p* — p,* *f 2-^(rcosr +0 sin n)* 



Zur Bestimmung des Perihcls hat man die Stiirungsgleicliung 13. Setzt man darin an die Stelle 
von h und h die neuen Elemente r und <f. welche im § 12 auch in die Störungsgleichungen 10. und 11 
eingefiihrt worden sind, so findet man, dass die Grösse p in der transformirten Gleichung nicht ver- 
kommt, dass man aUo, um die Gleichung 13. zu transfoniiiren. ohne Weiteres r gegen k und a gegen h 
vertauschen darf. Die Stüruiigsgleichung schreibt sich demnach; 

IV. = ^ 2-^(t »ine — ncosr) — esin r (t cos e + o sin r)^ 

+ fl - 2r,^^ - 4 (V. + «) + P+ 



Zur Bestimmung von Knoten und Neigung der Bahn hat man die Gleichungen des § 5; 

da 



V. 

VI. 



dfl 

- sm w sm w, • 

. <fe 



Die in die Gleichungen II. III. IV. aufgenommenon Abkürzungen sind; 

i’=-^-“P,’^3p>-5y» + ® »•- y!/*+ • . • j 

T(fy l*”- Tr'-Oi'’ - -r* 

WO noch j — 1 j cinzusetzen ist, und 

' - S (- + (y)' (i « + '■) - 4 - (i-)' . ■) - 4 (£. - 

In der letzteren Gleichung bringe man n, an die Stelle von </ vermittelst des Integrals der 
lebendigen Kraft: 



V + 9, + (I = 2 fl ; 



und zur Elimination von k bediene man sich, naclidcm man p(l — e*) = a gesetzt hat, der Gleichung 
des § 12; 



«fc =r 




Der Werth x nimmt dann die folgende Gestalt an; 



4- + (y)' T <y)‘ .•) - T fö - ■)' 
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Wiewohl das Element p in der Gleichung 14. des § 11; 

n« - p.* = j)> ^2 ci + (y)' (« + * P) - (y) p - (p* - p.')* 



eine Stelle einnimmt, so kann dasselbe doch nicht aas dieser Gleichung berechnet werden. Was diesem 
Vorhaben entgegenständo , ist der Umstand, da.ss der Coefficient von />* eine kleine Grösse der ersten 
Ordnung ist. Indem man alle Störungsglieder der zweiten Ordnung vcmachlä.ssigt , behält inan eine 
Gleichung, worin nur noch die drei Elemente nkq Vorkommen. Diese letzteren gehören in j^ene beson- 
dere Gruppe von Elementen, in welchen, der eigenthtlmlichcn Beschaffenheit der Störungsgleichungcn 
zufolge, die der Zeit proportionalen Glieder von vorn herein fern bleiben, während das Element p diese 
Eigenschaft bekanntlich nicht besitzt. Aber auch zur Berechnung von k würde sich die Gleichung 14. 
nicht eignen, weil diese Veränderliche den kleinen Faktor e hat. Es bleibt also nur die Wahl zwischen 
den beiden Elementen « und g. Es ist schon oben, im § 9 nachgewiesen worden, dass es den Vorzug 
hat, die Gleichung 14. zur Berechnung von ii zu verwenden. Auf Grund der jetzt vorliegenden Resultate , 
kann man sich leicht überzeugen, dass die Störungsgleichungcn eine niclit vortheilhafte Umwandlung 
erfahren würden, wenn man an die Stelle von q das ursprüngliche Element n wieder einsetzen wollte. 
Insbesondere würde sich dann die Anzahl der in den Quadraturen vorkommenden veränderlichen Ele- 
mente nicht mehr auf vier beschränken, weil zu den vier Elementen pai» noch das fünfte p‘ hinzukämc. 

Der Fall, dass die Bahn des störenden Körpers als eine ungestörte Ellipse angesehen werden darf, 
gibt eine wesentliche Vereinfachung des Problems, insofern als durch die vorliegenden Gleichungen die 
Bahn des gestörten Körp<;rs dann vollständig bestimmt ist. Wenn aber die Bahn des störenden Körpers 
gleiclifalls eine gestörte Ellipse ist, so hat man, um die beiden B.ahnen bestimmen zu können, drei weitere 
Stürungsgleichungen zu berücksichtigen, welche den obigen Gleichungen II. III. IV. entsprechend sind. 

Um den Parameter des störenden Körpers zu bestimmen, setzt man, von der Gleichung: 



r +"'<JrT 

ausgehend, abkürzend (y — Po-*) = 2z,. Mit Rücksicht auf die schon oben angewendete Abkürzung 
führt man die Differentialgleichung der zweiten Ordnung über in: 



wo noch die weitere Abkürzung: 



= T (p-* + ~ 



eingeführt ist. Aus der vorliegenden Differentialgleichung der zweiten Ordnung folgt; 
z, = y (k, cos e, -j- Ä, sin v,), oder auch : 



p.’ — pt’ = 2 (*, CM r, + sin v ,) ; 
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Zur Bestimmung von und h, findet man ferner die beiden Gleichungen; 

II.' - Ur,' = i sin r, ^ 

lu: Ur, cos e, ^r, + «- + ^.) • 

Die der Zeit proportionalen Glieder, welche sich durch die Integration der Gleichung III.' ergeben, sind 
in derselben Weise zu beseitigen, wie oben die bei der Integration der Gleichung III. entstehenden. Dort 
hat man zu diesem Zwecke die Intcgrationsbeständige in dem Integrale der Gleichung 8. verwendet, 
welche der Veränderlichen q beigefligt werden darf, in dem Weitem aber, nachdem man die Veränder- 
liche ? vermittelst des Integrals der lebendigen Kraft eliminirt hatte, der Integrationsbeständigen a ein- 
verleibt worden ist In gleicher Weise findet hier die in dem Integrale der Gleicliung !t. neben q, vor- 
kommende IntcgralionsbeaUndige eine Verwendung. 

17m auch das Perihel des störenden Körpers zu bestimmen, findet man die Gleichung: 

IVI — — 2 sin* ^ (t’rSin c, — h, cose,) — c, sin cosp, + A, sinc,)^ 

+ + P. + X. 

indem man sieh einer weiteren Abkürzung bedient: 

A' - * T-ü V D ± («■- wy 

■"'~2VpJ^' 2 r,> ^2 r,» 

und zur Bestimmung von ii, die folgende Gleichung anschreibt: 

Iler schon vorhin besprochene Fall , dass die Balm des störenden Körpers als eine ungestörte' El- 
lipse angesehen werden darf, ist an die Bedingung geknüpft, dass der Bruchwerth neben der Ein- 
heit verschwinde. Denn wenn ^.^y = o gesetzt werden darf, so ist auch^^-^ =o. Aus der letzteren 
Gleichung folgt aber, dass auch k, ~ o und h, - o ist. Man kann ans den Gleichungen II.' und III.' leicht 
ersehen, dass diese beiden Veränderlichen in dem äVerthe von gleichzeitig mit dem Vcrluiltnissc 

verschwinden. Es folgt also, dass der Parameter p, als eine Beständige zu betrachten ist. ln glciclicr 
Weise gelangt man zu dem Schlüsse, d;iss die Gleichung IV.' in die einfache a,‘ = o übergeht, wonach 
aucli a, eine Beständige ist Man darf aber nicht ausser Acht lassen, dass dann von denjenigen Gliedern 
der Veränderlichen o, Umgang genommen ist, welche der Zeit proportional sind, und welche für einen 
grossen Zeitraum einen immerhin merklichen Betrag liefern können. 

Im § 8 sind die Gleichungen h, =/),,* und n,, = 4/)^,’ aufgcstellt worden. In Folge dessen darf 
man in dem vorliegenden Falle auch = o setzen. Es folgt dann aus den beiden Flächcnintcgralcn : 

n aio t 4* n, sin t, « o 
fl cos i-i-n, cos», = e,' 
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(lass i,— o uml «, = c ist. Diese weitere ans der Amialmir einer vom .«tiiremlen Kiii-pcr liesehriebcnen 
ungestörten Ellipse hon orgehcnde Vereinfachung läs.st .sich leicht geonioirisch aiislegcn. Aus i, = o folgt 
nämlich, da.ss die unveränderliche Ebene, welche als Ebene dos Pols angenommen worden ist, mit 
derjenigen Ebene zusammenfällt, in welcher der störende Kr.rjjcr seine Bahn beschreibt. 

Wenn die Bedingung + I == • erfnllt Ist, so lässt sich dies auf zwei verschiedene Ursachen 
zurilckführcn. Es seien r, und r„, die Abstände der beiden sich störenden Körper von dem Central- 
köri>er. Nach g 2 findet man, wenn dort e = o gesetzt wird. 

fjL V — — - h *" f ji y 

In der Theorie des Mondes darf die .‘Sonnenbahn als eine ungestörte Ellipse angesehen werden, haupt- 
siichlich desshalb, weil da.s Verhältniss jener Abstände den kleinen Bruchwerth ~ darstellt. Denn 

der von den Massen abhängige Faktor in dem Werthe — ist beiläufig In der Theorie dyr I’laneten- 
störungen ist in vielen lallen eine ungestörte Ellipse des störenden KüriHU-s zulässig, weil das Verhält- 
niss der beiden Planetemnasscn zu einander einen hinreichend kleinen Bruchwerth darstcllt. 

m, 

Die Störiingsglcichuug V. ist nur fiir den so eben besprochenen Fall zu gebrauchen. In dem 
allgemeinen Problem der drei Körper tritt eine andere Gleichung an deren Stelle, weil es in dem Sinne 
der Analysis liegt, die Neigung der Ebene des gestörten Körpers zu der des störenden zu bestim- 
men, wclclie letztere dann nicht mehr mit der Ebene des Pols zusammen fallt. Bezeichnet man den 
gesuchten Winkel mit ./=i — i,, so findet man mit Kilcksicht auf die beiden Flächenintograle; 

M, sin J SS ( sin « 

— M sio«/ = csiui. . 

die neue Störungsgleichung; 

Y , J* / et»# H sin M. CM H, sin « (W 

tÄv»4 I « n. ) d* 

Nachdem man den Winkel J ibiraus bestimmt hat, kann man auch die Winkel < und i, auf Grund der 
beiden vorstehenden Flächenintcgrale berechnen. 

Acht Störungsgleichungen sind es, welche zur Bestimmung der veränderlichen Elemente ausreichen, 
weil vier Integrale des Problems in endlicher Form vorliegen. Ich habe hier neun Stöningsgleichungen 
aufgestellt, in der Voraussetzung, dass man von dem einen der beiden obigen Flächenintcgrale keinen 
Gebrauch machen wolle. Insofern es nun gelungen Ist, alle Elemcute durch Quadraturen darzustellen, 
kann es in der That von keiner grossen Bedeutung sein, dass die Anzahl dieser Quadraturen niüglicbst 
vermiiulcrt werde. Wichtiger ist cs, dass die Anzahl der unter dem Integralzeidien vorkommenden ver- 
änderlichen Elemente möglichst bc.schränkt sei. In allen obigen Quadraturen findet sich ausser den ftiiif 
Elementen p p, ./, a — fr, <a, — fr, welche aucli scluni in der Stöning.sfunklion Vorkommen, nur noch ein 
weiteres Element. Der Werth der Derivirten pi kann otfeiibar erst dann aufgestellt werden, nachdem 
man die Gleichungen I. II! IIl! integrirt hat. Da aber diese Derivirte auch schon in der Gleichung I. 
vorkomrat, so versteht es sich, dass dieselbe gleichfalls zu jenen veränderlichen Elementen zälilt, welche 
unter dem Integralzeichen eine Stelle ciniiehmen. Welchen Gebrauch man auch immer von jenem unbenutzt 

n 
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Kcblicl)cncn Klächcnintepralc machen wollte, um die neunte Störungsgleidiunü streichen zu können, 
man würde jedesmal den gcnannti'n seclis veränderlichen Elementen noch ein siebentes hinzufügen. Ein 
llcispicl dazu gibt die nachfolgende Untersuchung. 

Wenn man sowohl dem einen als dem andern der beiden obigen Flfichenintegrale eine Verwen- 
dung geben will, so geschieht dies am vortheilhaftesten in der AVeise, dascs man die Slörungsgleichung I., 
aus welcher die Vcriüiderliehc 3 , bestimmt werden soll, in dem obigen Systeme streicht. Man bat 
gesehen, d.ass die ersten Näherungen der Elemente nicht frei sind von zweifachen Quadraturen. Die 
Schuld davon trägt die Veränderliche 3 ,, welche unter dem Integralzeichen vorkommend selbst nur 
durch eine Quadratur zu erlangen ist. Mit Hilfe des Integrals der lebendigen Kraft 3 + 2> = 2 Ä — n 
Imt man die Veränderliche 3 climinirt, welche sonst gleichfalls unter dem Integralzeichen Vorkom- 
men würde. Man hat es vorgezogen, von jenen beiden die Veränderliche 3 , beizuhehalten , weil deren 
AVerth den F.aktor l hat, welcher nach der Ahiraussetzung einen kleinen llruchwerth darstellt. Indem man 
neben dem Integral der lebendigen Kraft gleichzeitig jene beiden Flächenintegrale zu Hilfe nimmt, kann 
man den weiteren A'orthcil erzielen, dass an die Stelle von 3 , andere Integrale treten, welche neben 
dem Faktor i auch noch einen der beiden Faktoren c und r, bei sich haben, ln den meisten Störungs- 
aufgaben sind die Produkte Xe und Xe, so kleine Hruchtheile, dass man die damit multiplicirten Inte- 
grale füglich zu den Störungsglicdcrn der zweiten Ordnung rechnen kann. In solchen Fällen ist man 
cinigermassen berechtigt zu behaupten, die ersten Näherungen der Elemente seien durch einfache Quadra- 
turen zu Stande gebracht. 

Aus den beiden obigen Flächcnintegralen bildet man in der angegeltencn Absicht die folgende 
Gleichung: 

f ».* 2 nn, cos Jssc*. 



Man hat hier die Vei^änderlichcn « unil «, zu climinircn mittels der Gleichungen: 

14.' - XW = 1 '.’ (~)‘ (?, + XX'.)) - (~J (p.‘ - rJ)‘- 



Die Veränderlichen i und sind zwar seihst Doppclintcgrale; unterwirft man dieselben aber der Trans- 
formation des I; 12 , indem man: 



- T ((7)’ - r^) (“ + 9-) = " 



setzt, so treten an deren Stelle zwei andere A’cränderlichc t und r, auf, welche durch einfache Integrale 
ausgedriiekt sind. Man behält die Gleichungen: 



»’ - 1-* =f’(2 e t - -“i’i + 2 (i)* (a + Pj) - p’p > - (p> - 

«,• - fg.* = J.,: ^2 le,r, + + 2 (^)* * - 1’ tP.’ - P.’P • 
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Aus diesen findet mnn die Werthe: 

" = + (|;T (■" ■ T rr e'i + (t)’ ^ 

"■ = '■ + ii r- ei>) + V' 



wi> Q und <f, nur Glieder der zweiten und hüheren Ordnung enthalten. Man setze diese Wertlie ii und u, 
in das obige Flächcuintegral ein, und man kann aus der neuen Gleichung die Veränderliche q, bestim- 
men. Man findet, der olam aufgestellten Behauptung entsprechend, da.ss der AVerth q, eine lineare 
Funktion der beiden Integrale to und lr,x, darstellt. 

Wenn man dieser Darstellungswei.se der Veränderlichen q, Etwa.s vorzuwerfen hätte, so könnte 
es etwa dies sein, dass unter den Gliedern der zweiten Ordnung jetzt gleichzeitig die beiden Ver- 
änderlichen p und j),' Vorkommen, während der aus der Gleichung I. hergcleitcte Werth q, nur die 
letztere Veränderliche i>! enthält. Es steht indessen Nichts im AVege, bei der Darstellung des Elemen- 
tes p an die Stelle der dmii vorkommenden Veränderlichen q, jenen andern der Störungsgleichung I. 
entnommenen AA'erth zu setzen. Nachdem dies geschehen ist, cntluAlt der neue AVerth q, doch wieder 
nur die sechs veründerliclien Elemente j> p , 0 — d, a, — # und pl, ohne das.s der obenerwähnte A'or- 
theil verloren geht, welcher A'cranlas.sung gewesen ist, die Flächeniutcgrale zur Darstellung des AA'er- 
thes q, zu verwenden. 

Xum Behufe der Substitution von n und k, kann mau das Flächenintegral in der folgenden Form 
schreiben : 

R cos g + R, = f V “ r' sia* J. 



Für jenen Fall, dass die Balm des störenden Körpers als eine ungestörte Ellipse angeseben werden darf, 
gestaltet sich die Kcchnung einfacher. Man hat schon ol>cn gefunden, dass dann der AVerth der Inte- 
grationsbeständigen c = m, ist, nnd dass der Quotient -^ = 0 gesetzt werden darf. Es verschwindet 
dcsshalb die Grösse «*sin *./ neben c*. Alan behält, Ua./=« ist, das Flächen integral: 

« COS i + I», sss c . 

Da ferner p, = und in Folge dessen Q, = 0 gesetzt werden darf, so entsteht durch die Elimination 
von » und H, die Gleichung : 



c - A =«.*-+ J J r-TT + ■ + (>;]’ «« ' J i‘ 1 + (7)’ « ] + ' • 



Aus dersclhcn wird alsdann der folgende AVerth q, hcrgeleitet: 

1 !*• ( - rhi *■) = c - A p.» - e. - p.» cos i - CO. - ± - + (.i)» a] - g 0 



Die Storungstheorie stellt sich die Aufgat)e, die Balm zu bestimmen, welche ein AVcltkörper 
unter dem Einriusse aller übrigen AVeltkörpcr beschreibt. £.s wird oftmals so angenommen , und in der 
be.sonderen Beschaffenheit des Planetensystems liat es seine Begründung, dass diese allgemeine Aufgabe 
in dem Problem der drei Körper ihre Lösung finde. Insofern die wirklichen Bahnen nur geringe 
Abweichung von ungestörten Ellipsen zeigen, ist es in der That gestattet, diejenigen Störungen, welche 

8 * 
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die Hahn eines Körpers durch jeden der übrigen Körper einzeln genommen erleidet, gesondert zu bestim- 
men, um schlicsslicli die bumme aller dieser Störungen zu nehmen. Von diesem Standpunkte aus 
erscheint auch die weitere Annahme, dass in dem Problem der drei Körper die Halm des störenden 
Körpers eine ungestörte Kllipse sei, als gerechtfertigt. Denn die unter dieser Voraussetzung in der 
Hestiinmuug der gcstöiten Halm liegangenen Vernachliissigungeii erscheinen ebenso bereclttigt wie die 
jener anderen Annahme entsprungenen, wonach die Halm des gestörten Körpers durch das I*roblcm der 
drei Körper gelöst werden könne. 

Die Auffassung, wonach die Lösung des soeben besprochenen Falles in der Slönmgstheorie als 
glcichbcrlcutend mit der allgemeinen laisuiig des Problems der drei Körper gelten könne, entspricht 
indessen nicht ganz der Wirklichkeit. Die besonderen in dem Planetensysteme, vorkommenden ürössen- 
verhältnissc berücksichtigend kann man auch der allgemeinen laisung des Prohlcras eine hervorragende 
Hedentung in der Störungstheorie nicht absprechen. Denn wenn auch in zahlreichen Fällen die Annahme, 
dass die Hahn des störenden Köriiora eine ungestörte Elliirsc sei, jede nur wünschenswerthe Genauigkeit» 
liefert, so mu.ss doch, wenn dies nicht mehr richfig ist, auch der Fall ins Auge gefasst werden, dass 
der Einfluss, welcher von der Störung der einen Hahn herrflhrt, in einem höheren Maa.sse zur Geltung 
kommt, als der von den Stöningen aller tlhrigen Biüincn des Planctensystem.s herrührende. In solchen 
Fällen findet auch die allgemeine I/ösung des Problems der drei Körper eine Verwendung in der 
Störuiigstheorie. 

Wenn in’s Besondere die gegenseitigen Störungen der grösseren Planeten bestimmt werden sollen, 
so gelangt man zu keiner hinreichenden Genauigkeit , so lange die Hahn des störenden Planeten als 
ungestört vorausgesetzt ist. Eher wäre es gestattet, weil die BahnclHmon der Planeten nur kleine Winkel 
miteinander bilden, von der Voraussetzung auszugehen, dass diese Iteidcn ElHincn mit der Fibene dc.s 
Pols zusaimuenfallen. Die.ser Eall hat dann gleichfalls eine beträchtlidie Vereinfachung des Pral)leins zur 
Folge. Es ist sclion im § 5 gezeigt worden, dass die Lösung von der Integration cine.s Systems Differential- 
gleichungen nicht mehr der sechsten, sondern nur noch der vierten Owlnung nbhängt. Jfit Rücksicht 
auf die vorerwähnte Eigenschaft der Planetenbahnen lässt sich die Lösung des hier besprochenen Falles 
in der Slöruiigstheoric gleiclifalls verweithen. 



§ 15. Ueber die Vorzüge der neuen Störuugstheorie. 

In der ungestörten elliptischen Bahn sind die Coordinaten des bewegten KOipers Funktion von 
sechs willkürlichen Beständigen, welche aus der Integration der Diffcrentialglcidiungcn der Bewegung 
ihren Ursprung hcrieiten , und desshalb die Elemente der Bahn oder auch die elliptischen Elemente 
genannt werden. Nach der bisherigen Störungstheorie sind die elliptischen Elcnit ntc zugleich diejenigen 
Grössen, welche variirt werden sollen, um die Störungen der elliptischen Bahn zu bestimmen, ln der 
vorstehenden Theorie aber sind die elliptischen Elemente nicht auch die gestörten. Ich habe einige der 
gestörten Elemente anders gewählt, da nämlich die mittlere Bewegung des Leitstrahls gegen die grosse 
Achse, die Exccntricität, und auch die Constantc der mittleren Anomalie jedenfalls unveründcrljch sein 
sollen. Es sind aber doch nur die zwei gestörten Elemente c und c der bisherigen Theorie weggcfalleii. 
In dieser ist die erstgenannte Grösse, welche jetzt ak Beständige gedacht, mit 1 bezeichnet worden ist, 
von den gestörten Elementen abhängig angenommen. Als Ersatz für die beiden weggefallencn Elemente 
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< und c können die Veriindcrlidien h und l angeselien werden, welche in einer hestimnitcn Verbindung ‘ 
mit einander den Parameter darstellen. .lenes Verfahren, welches von der Voraus.«etzung ausgeht, dass 
die elliptischen Elemente veränderlich seien, eraptiehlt sich , wie schon olien im g t; bemerkt worden ist, 
durch einige hervorragende Eigenschaften, so lange es sich um Nichts weiter als um die Aufstellung 
von Störungsgleichungen handelt. 5!an sieht einen Grund, Etwa.s Anderes an die Stelle zu setzen, erst 
dann, wenn auch die Gestaltung der weiteren liechnung iu ,\nschlag gebracht wird. Das neue Ver- 
fahren zur Bestimmung der Störungen nimmt alrer nach dieser Seite hin den Vorrang fnr sich in 
Anspruch. 

Man findet die erste Näherung eines Elementes, indem man bei der Integration der Störungs- 
gleichung die vorkommendeu gestörten Elemente als Beständige betrachtet. Schon im § 7 ist darauf 
hingewiesen worden, dass die Schwäche der bisherigen Störungstheorie hauptsächlich dann ciat in die 
Augen falle, wenn die Genauigkeit des Integrals Ober die erste Näherung hinausgehen soll. Man denke 

sich in den Slörungsgliedem den Leitstrahl r mittels der Gleichung der Ellipse = 1 -|- c cos r eliminirt ; 

ferner denke man sich die wahre Anomalie r durch die Zeit und die elliptischen Elemente ansgedrückt. 

Dies Letztere ist vennittelst der beiden Gleichungen: 

= » - esinr = l(( — c) (1 - 

ZU bewerkstelligen. Die Störiingsglieder zeigen sich dann als verwickelte Funktionen der Elemente e 
und c. Es ist aber in der Umgestaltung der Funktion durch die Integration begründet, dass die erste 
Näherung des Integrals in einem noch hidieren Maasse als das Störuugsglied eine verwickelte Funktion 
der genannten Elcineute darstellt. Die Uechuungen, welche durch die Variation dieser Elemente ver- 
anlasst sind, verursachen der bisherigen Störungstheoric jene Schwierigkeiten, auf welche im § 7 hin- 
gewiesen worden ist. 

Die elliptischen Elemente e und c, deren Anwesenheit die erste Näherung des Integrals zu einer 
verwickelten Funktion macht, sind in der neuen Störungstheorie als Beständige nufgefasst. Die Variation 
jener Grösse <j,, in welches das Element n übergefilhrt worden ist, und die der gestörten Elemente h 
und h, welclie an die Stelle von e und c getreten sind, verursacht keine Schwierigkeiten. Denn die erst- 
genannte Grösse kommt in den Störimgsgliedcrn gar nicht vor, die beiden andern sind in dem einzigen 
Elemente p vertreten. Man hat sich schon oben fllmrzeugt, das.s die erste Näherung in der That immer 
nur die vier gestörten Elemente j>ai9 unter dem Integralzeichen enthält, während «die bisherige 
Störungstheoric neben ra, f und » noch die drei weiteren gestörten Elemente ii, c und c unter das Integral- 
zeichen aufniinmt. Es mag bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass jene vier Elemente gerade 
diejenigen Veränderlichen sind, welche neben der Zeit in der Störungsfunktion Vorkommen, nachdem man 
die Polarcoordinatcn r, r, und s mit Hilfe der Gleichungen: 

= 1 -p e cos r , ^ = I -t- c, cos f, , 

s = C 08 > -— cos (c — r, + u — 01.) + sin» cos (c + e, -p w + », — 2 O) 

eliminirt hat. Es ist ferner auch bemerkenswerth , dass die erste Näherung jedesmal eine einfach 
gestaltete Funktion von p ist. Dbnn dieses Element tritt immer nur als Faktor der einzelnen Störungs- 
glieder auf. Wenn aber überhauiit Etwas geeignet ist, auf die Vorzüge der neuen Störungstheorie hin- 
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zuweisen, so sind cs die in diesen Verjilcielmngcn berührten EigcnthUmlichkeitcn. Insbesondere ist bier- 
mit dargethan, dass sich die Rechnung zur Krniittlung der zweiten uud der wcilcrcn Näherungen in der 
neuen Stürungstheorie vor den bisherigen Rechnungen durcli Einfachheit auszcichnct. 

Um noch weiter auf die Bedeutung der hiermit beseitigten Schwierigkeiten hinzuweisen, möge 
es mir erlaubt sein, an dieser Stelle die Worte eines vielgenannten Forschers aiizuführcn, welcher wohl 
mehr als irgend Jemand mit der Theorie des Mondes vertraut ist. Bei der Berechnung der Mond- 
stürungen hat Hon- ffamen der Methode, wonach die Störungsgleichungen analytisch integrirt werden 
sollen, eine andere gegenubcrgestellt, welche auf die Forderung gegründet ist, dass die numerische Berech- 
nung der Störungen aus den Störungsgleichungen selbst nnternommen werde. Im Hinweis auf die 
Arbeiten der Herren Hrfnm* und IMnuiim/ bestreitet Herr Hmturu gewissermassen die Giltigkeit des 
Integrals, welches auf rein analytischem Wege zu Stande kommt, indem er in der Einleitung zu seiner 
„Darlegung der theoretischen Berechnung’’ S. 03 sagt: „Zu den Oiterationen, durcli welche die Conver- 
genz der Reihen bedeutend geschwächt, oder gar ganz in Frage gestellt werden muss, rechne ich in 
erster Linie die Auflösung der Nenner, welche durch die Integration eingefohrt werden, in unendliche, 
nach Potenzen des Verhfiltnisses der mittleren Bewegung der Sonne zu der des Mondes fortschreitende 
Reihen. Diese Reihen werden so unregelmässig, und die numerischen Coefficienten derselben wachsen 
so stark, dass, wenn sie auch in der That im .Vllgemeinen für den Mond convergiren sollten, man über 
die Genauigkeit, welche ihre Fortsetzung bis zu irgend einer Potenz des genannten Verhältnisses gewährt, 
sich gar kein Urtheil bilden kann.“ In der neuen .Störungstheorie sind diese Integratiunsnenner Instän- 
dig, und zur Auflüsung derselben in unendliche Reihen ist nun in keiner Weise mehr eine Nütliiguug 
gegeben. 

W’cnn die ersten Näheningcn der Integrale nach den oben genannten elliptischen Elementen nicht 
mehr variirt zu werden brauchen, um die Störungsglicdcr der zweiten Ordnung aufstcllen zu können, 
so ist dies nicht der einzige Vortheil, welcher .sich aus der Beständigkeit dieser Elemente herlcitet. In 
der bi.sherigeu Stürungstheorie, in welcher diese Elemente veränderlich gedacht werden, ist mau genötbigt, 
dieselben als unbestimmte Grössen bis zur vollendeten Darstellung der Integrale festzuhalten , um nach 
und nach zu den Störuugsgliedem der höheren Ordnungen aufsteigen zu können. Auch diese Rücksicht 
ist jetzt überflüssig geworden. In der besonderen Störnngsaufgabc ist cs gestattet, an die Stelle jener 
beständigen Elemente von vornherein die betrefienden Zahlenwcrtlie zu setzen. Wenn auch in Folge 
dessen die Kennzeichnung des Integrals als Funktion jener Beständigen verloren geht, so kann dies doch 
die Genauigkeit der weiteren Rcelinung nicht beeinträchtigen. Man mag immerhin darauf bedacht sein, 
die Integration der vcrjchicdcnen Störungsglicdcr mit Bcibelmltung unbestimmter Beständigen durcli- 
zufitbren, weil die Integrale dann für alle Störungsaufgaben ohne Ausiiabme Verwendung finden können. 
Wenn es sich aber um die Integralsumme einer Reihe von Störungsglicdcrn handelt, so können durcli 
die Substitution der Zahlenwcrtlie an die Stelle jener unbestimmten Beständigen ausscrordÄntlich grosse 
Verwicklungen venuietleii werden. Während der vorhin aus der Beständigkeit jener cllipti.schcn Elemente 
hergclcitctc Vortheil den Stöningsglicdcra höherer flrdnuug zu Gute kommt, lierührt der hier besprochene 
auch schon die Störungsglicdcr der ersten Ordnung. 

Die Vorzüge der neuen Theorie machen sich in den Störnngsglieilern der ersten Ordnung noch in 
anderer Weise geltend. Es zeigt sich nämlich, däss ilie Variation der neuen Elemente einen kleineren 
Spielraum hat al.s die der elliptischen. Was die letzteren betrifft, so tritt der Fall ein, dass sicli deren 
Variationen, wenn dicscllK’n auf die Coordinatenwerfhe übertragen wci-dcn, zum Theil wieder aufhcbeii. 
Die Genauigkeit der Resultate, welche man in den Elementen erreicht Jiat, erleidet also in den Coordi- 
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natcnwcrthon eine Einlmssc. Schon ini § 7 ist (iiiniuf liingewiesen worden, dass die auf die Veränder- 
lichkeit der elliptischen Elemente gegriindete Storungstheorie dem Perihel gewisse Bestandtheilc zntheilt, 
welche unter anderen Voraussetzungen diesem Elemente fern bleiben würden. Da mm die Coordinaten- 
werthe, die Länge, die Breite und der I,eitstrahl des ge.stdrtcn Kör]>crs Funktionen von a sind, so ver- 
steht es .sich, dass die erwähnten Bestandtheile von o, weil sie für die Uoordinatenwerthe bedeutungslos 
sind, nur dadurch aiLsgeglichen werden können, dass entsprechemle Be.standtheilc anderen neben <a in den 
Coordinatenwerthen vorkommenden Elementen zngetheilt sind. Hieraus erklärt sieh die Anwesenheit des 
Kenners e in den iui § G aufgestellten Derivirten a und c. Die neuen Elemente der Störung zeigen 
sicJi frei von diesem Uebelstande. Denn es haben deren Variationen keinen grösseren Spielraum als 
auch die der Störung entsprechenden Variationen der Coordinatenwerthe. Cm die Störungsrechnungen 
ln diesem Sinne zu fönlem, hat Hen- Jhtmni die Coonliuaten des ge.störtcn Körpers in gewisse Bestand- 
theile zerlegt, deren Variationen sich gegenseitig nicht theilweise aufliehen. Den gleichen Erfolg haben 
die oben aufgestellten neuen Elemente der Störung, neben den andern in diesem Paragraph besprochenen 
Vorzügen. 

Wenn bei der Integration der Stömngsglcichungen überhaupt keine der Zeit proportionalen Glieder 
entständen, so würden sich in den trigonometrischen Funktionen, durch welche die Störnngsglicdcr aus- 
gedrückt sind , die beiden Winkel v und r, immer nur mit ganzzahligen Coefticienten verbinden. Die 
Beschaffenheit der Integrale wäre dann eine wesentlich einfachere als sic wirklich ist. Es zeigt sich, 
dass die Coefticienten der der Zeit proportionalen Glieder kleine Bruchwerthe sind. Durch die Verbin- 
dung der verscliicdenen trigonometrischen Funktionen, welche in den Störungsgliedcm als Factoren 
nebeneinander auftreten, entstehen unter anderen auch solche Glieder, welche trigonometrische Funktion 
der der Zeit proportionalen Glieder allein sind. Wegen des kleinen Coefticienten von t erhält das Integral 
eines solchen Gliedes einen kleinen Nenner, und cs finden sich desshalb in den Integralen der Störungs- 
glcichungen gewisse Bestandtheile, deren Derivirten, für sich betrachtet, wegen ihrer geringen Grösse 
nclien den andern Stiimngsgliedeni nicht mehr berücksichtigt zu werden brauchten. In der Aufstel- 
lung dieser Glieder liegt jederzeit eine Schwierigkeit der Integration; aber cs kommt der Vereinfachung 
der Rechnung zu Statten, wenn die Anwesenheit der der Zeit proportionalen Glieder auf wenige Elemente 
beschränkt ist. Ein Vorzug der neuen Elemente vor den elliptischen hat in diesem Umstande seinen 
Grund. Es ist gezeigt worden, dass in der ueucn Theorie von den gestörten Elementen nur die beiden 
<0 und % die der Zeit proportionalen Glieder entlialten ; dass alle übrigen Elemente davon frei .sind. 
Wenn man aber an der Variation der elliptischen Elemente festbalten will, so muss jedcufalls noch in 
einem dritten Elemente ein solches Glied vorausgesetzt werden. Auch da.s der Beständigen der mittleren 
Anomalie entsprechende Element, welches mit c bezeichnet worden ist, setzt ein der Zeit proportionales 
Glied voraus. 

Nimmt man die elliptischen Elemente der gestörten Plnnctenbalm als veränderlich an, so kann 
die grosse Achse der Ellipse durch eine Funktion ausgedriiekt werden, in welclier sich keine der Zeit 
proportionalen Glieder bemcrklich machen. Dieser Satz, welchen zuewt iMjilaee nur für kleine K.vcen- 
tricitäten nachgewiesen hat, wurde von auf lieliehigc Exceiitricitäten ausgedehnt. Doch auch 

so waren die Störungsglieder der ersten Ordnung allein UerUcksichtigt worden. Poisson hat alsdann 
nachgewiesen, dass der erwUlintc Satz in aller Strenge auch noch für die Störungsglicder der zweiten 
Ordnung richtig bleii)L Dies Ergehniss winl als eine seiner sclwusten Arbeiten gepriesen. Denn auf 
die Unveränderlichkeit der grosseu Aclwe, abgesehen von deren periodischen Aenderungen, hat man den 
Beweis für die Stabilität des Welbsystcnus gegriindef. Zu den Störungsgliedern der dritten und höheren 
Ordnungen übergehend, hat man übrigens die der Zeit jiroiiortionnlen Glieder in dem genannten Ele- 
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mente iloeli vfietlcr aiifnelimeii müssen. Eben so weni;; ist man im Stande gewesen, in den übrigen 
Elementen die der Zeit itroportionalen (ilieder fern zu halten, wenn' es sich um die Glieder der höheren 
Onlniingen handelt Dies ist eine weitere Schwierigkeit, welche die Variation der elliptischen Elemente 
mit sich gebracht hat In der neuen von mir nufgcstellten Störungsthenrie dagegen finden sich die der 
Zeit proiKirtionalen Glieder nur in den Elementen a und ». Die vier übrigen gestörten Elemente 
r/eri sind frei davon, bis zu welcher Ordnung man ilie Störungj^tliedcr auch berücksichtigen wollte. 
Die Stabilität des Weltsystems erscheint auf dieser Grundlage für jeden noch so grossen Zeitraum als 
ausser frage gestellt. 

Mit vollkoimnener Sicherheit dürfte freilich auch jetzt nicht vorau-sgesetzt werden, da-ss es niemal-s 
eine Zeit gegeben habe, wo die Gestalt des Weltsystems eine wesentlich andere gewesen ist als die gegen- 
wärtige, und eben so wenig dürfte man t>ehnupteii, dass nicht cinnml wiwler eine Zeit kommen werde, 
wo das Weltsystem eine Umwälzung erleiden mü-sste. Die obige Seldassfolgerung, die Stabilität des 
Weltsystems betreffend, ist auf die eigenthümliclic Korm gegründet, welche ich den Integralen der Sto- 
riingsgleicbungeii gegeben habe. Diese Form hat selbstverständlich mir so lange Bestand , als die imcml- 
lichen Keiheii. in welchen die Integrale dawstellt werden sollen, ihre Coiivergenz belialten. Unter demjeni- 
gen Verhältiiisscn, welche gegenwärtig in dem I’lnneteiisysteme die luaa.ssgehenden sind, möehtc idlcrdings 
nicht eine Veranlassung gegeben sein, ilurch welche die Coiivergenz der Reihen in Frage gestellt ist 
Sollten alter einmal andere Mas.seii. von deren Vorhandensein man gegenwäiHg keine Kennlniss hat, 
in den Bereich des l’lanetcnsy.steiiLs gelangen, dann konnte die Coiivergenz jener Rciheiicntwicklinig wohl 
in Frage gestellt sein. 

Es ist eine henoiTagende Eigenschaft der neuen Stönuigstheoric. dass die der Zeit proportionalen 
Glieder nur in den Iteideii Elementen ff und a vorkomiiieii. Die auf die Variation der elliptischen Ele- 
mente gcgriiiidcte Theorie setzt die Aiiwc.seiiheit eines solchen Glicnles auch in dem Elemente e voraus. 
Es ist fenier bezeichiiend für die Griksc der Schwierigkeiten in der bisherigen Theorie, ihiss man sich 
genöthigt gc.sehen hat, eiten diese Glieder auch in den übrigen drei elliptisclien Elementen zuzulasseii, 
soliald man zu den Stüruiigsgliedeni höherer Ordnung übergeht Davon ist schon vorhin die Rede ge- 
wesen. Es erübrigt jetzt noch, einer anderen Schwierigkeit Erwähnung zu thun , welche mit der vor- 
erwähnten im Zusammeiiliange steht. Mau ist in der bisherigen Slüruugstheorie genöthigt gewesen, 
die Coeffidenteii aller der Zeit projKirtioiialen Glieder als Veränderliche aufzufasscii. Die Zulässigkeit 
bestäiuligor Coeffidenteii ist nämlich an die Vorans.setzung geknüpft, dass die der Zeit pmitoi-tioiialcn 
Glieder von jenen Ubrigoii drei elliptisclien Elementen ausgeschlossen seien (vgl. § 12). lin Hin- 
blick auf diesen UmsUind kann cs als ein gro.sser Vorzug der neuen Stöning.stheorie gelten, da.ss 
die der Zeit proiioilionalen Glieder in den Elementen ff und ai jedenfalls beständig sind. Die Uii- 
veränderliclikeit jener elliptischen Elemente, welche der neuen Störungstlicorie zur Grundlage dient, hat 
demnach die Unvcrundcrlichkcit von noch anderen Grössen möglich gemacht, welche gleidifalls eine 
bedeutende Rolle in der Störungstheorie spielen. 

In der Theorie des Mondes steigern sich die Schwierigkeiten, welche aus der bealisichtigten Va- 
riation der elliptischen Elemente hervorgehen, in solchem Maassc, dass man bis dahin hat glauben uiiisscii, 
dieselbe sei mehr als irgend eine andere Störungsaufgabe crscliwcrt Die gegentheilige Ansicht dürfte 
indessen der Wahrheit näher liegen. Es sind viele Schwierigkeiten, welche der Theorie des Mondes bisher 
so vorzugsweise zur Last gefallen sind, nunmehr als beseitigt zu lietrachten; wo hingegen jene andere 
Schwierigkeit der Störungsaufgaben , welche in der Reihenentwicklung der Storungsfunktion ihren Grund 
hat, und der eigciithümlichen Beschaffenheit der Stönmgsfuiiktion zufolge unvermeidlich ist, in der 
Theorie des Mondes als untergeordnet erscheint. 
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§ 16 . lieber die Methode der variirten Näherung, und die Methode der siicoessiven 

Substitution. 



Wenn ein System Differeutialgleiduiiij;eii zu integrireu i.st, so wird nmii in erster Linie darauf 
lieilaclu sein, dass das Integral vermittelst (Jiiadraturen ilargestellt werde. Wo immer die Lösung eines 
Ih-oblcma in dieser Form gelingt, da muss man dieselbe willkoimnen heissen. Wo dies alier, wie in dem 
Problem der drei Kör|»cr, nicht möglich ist. da ist man auf die sogenannten Niilierungsmethoden ange- 
wiesen. Unter gewis.sen Voramssetzuiigen kann man dem Problem eine lÄung gelten, welche zwar gleich- 
falls durch Quadraturen ausgedruckt ist, welche alter doch nur eine allmälige .Annäherung an den ge- 
nauen Werth gestattet, weil unter dem Integralzeichen diejenigen Verämleriieheii Vorkommen, welche 
durch die Quadraturen .selbst bestimmt wenlen sollen. Eine derartig vorkommende Veriinderlichc miuvs, 
wie schon im S G ausdrücklich bemerkt wonlcn ist. die Eigenschaft Itesitzen. dass sie .-uinähernd als Ile- 
ständige gctlacht werden darf, da nämlich ihre Variation nur ein kleiner Bruchtheil derjenigen Aende- 
rung ist. welche die unabhängig gedachte Veränderliche in dem gleichen Zeiträume erfährt. In ilem Maasse, 
als dies der Wahrheit nahe kommt, liefert die Quadratur unter der Annahme, dass unter dem Integral- 
zeichen die gesuchten firössen Beständige seien, einen mehr oder weniger genauen Werth des Integrals. 
Man hat denselben die erste Näherung des Integrals genannt. Nachdem man die erste Näherung der 
gesuchten Veränderlichen bestimmt hat. ist man in den Stand gesetzt, eine weitere .Annäherung an den 
genauen AVerth zu erlangen. Es mag hier der passende Ort sein, die zwei verschimlcucn AVege zu ver- 
folgen. welche man eiuschlagen kann, um vermittelst der A’ariation der Constmiten schliesslich zu dem 
genauen AA'crthe-der gesuchten Veränderlichen zu gelangen. 

Betrachtet man die unter dem Integralzeichen vorkommenden Elemente der Stüning als Ix'ständige 
Urössen, so erhält man durch die Quadratur die erste Näherung des Integrals. Um die zweite Näherung 
des Integrals aufzustellcn. fügt man der ersten Näherung eine forrection bei. Alan differentürt in dieser 
Absicht die erste Näherung, indem man die gcstöi-tcn Elemente allein als Funktion der Zeit betrachtet. 
Insofern ilie Üeuivirten der gestörten Elemente duiTh ilic Störungsgleiclmngen selbst gegeben sind, ge- 
langt man zu einem .Ausdracke, welcher ebenso wie vorhin, unter der A'oraussetzung, dass die vorkom- 
mendcii Elemente beständig seien, integrirt werden kann. Das Integral dieses .Ansdnicks ist die lieizu- 
fllgende Correction. Indem man alsdann in derselben AVeise der ersten Correction selbst eine f'orrec- 
tion lieifiigt, und so fortfährt, kann man jede nur wiln.schenswerthe Genauigkeit des Integrals erreichen. 
Es mag diese Methode die der variirten Näherung heissen. 

Um diejenigen Bestandtheile des Integrals, welche unter der A'oraussetzung l>eständiger Elemente 
vernachlässigt wertlen , nach und nach zu ersetzen , kann iTian noch ein anderes A'erfahren eiuschlagen. 
Dasselbe unterscheidet sich von der AIcthode der variirten Näherung wesentlich dadurch, dass nun die 
gisstörten F.lcmente in den Störung.sgleichungen von vornherein, lievor noch eine Integration der Störungs- 
glieder amsgefuhrt ist, als A'eränderliche angesehen werden. Man zerlege die gestörten Elemente in jene 
beiden Bestandtheile, von denen der eine als Beständige gedacht winl, der andere aber eine A'eränder- 
liche ist. welche als ein kleiner Bruchtheil des ersten Bestandtheils angesehen werden darf. Diese Zer- 
legung der Elemente in zwei Bestandtheile hat auch eine Trennung unter den Stöningsgliedern zur Folge. 
iJer Itcständige Thcil der Elemente fällt den Störungsglieilern der ersten Ordnung zu; während sich aus 
deu veränderlichen Be.standtheilcn die Störung,sgiiedcr der zweiten Ordnung zusammensetzen. Man inte- 
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srirc in Bllnii StoruiiKs«U‘iflmn)jen nur <lif (ilioJer der ersten Ordnung, in wcklieii jetzt keine zu vnri- 
ircndcii Elemente mehr Vorkommen. Auf diesem Wege gelangt man wieder zu den ersten Näherungen 
der Integrale- Itie ensten Näherungen iniLssen alsdaim in die Störung>glieder der zweiten Ordnung ein- 
gesetzt werden, ln dieser Absicht zerlege man aticli den veränderlichen Theil der Elemente in zwei 
Bestnndtheile. von denen der eine mit der nun aufgcfuildenen ersten Nälierung zusammcnfallend gcdaciit 
wird, der andere einen kleinen noch unbekannten Bruelitlieil davon ausmacht. In Folge dessen entsteht 
abennal.s eine Trennung unter den nocli nicht integrirten StSrungsglicdern. Die Istörungsglicder der 
zweiten Ordnung sind nämlich durch jenen ci-steren Bestaiidtheil bestimmt; der andere noch unbekannte 
Bestandtheil der Elemente fuhrt zu den Störung.^glieilern der dritten Ordnung. Die Integration der 
erstgenannten Glieder liefert die zweite Nälierung des Integrals. Indem man in die.ser Weise fortrechnct. 
ist man im Stande, nacli und nach jede nur wiliischenswcrtlic Genauigkeit iii dem Integrale zu erreichen. 
M.an kann dies die Methode der successiven Substitution nennen. 

ln dem l’rohlem der drei Köriier ist die erste Nälierung des Integrals eine verwickelte 
Funktion der elli|>tischen Elemente e und c. Die Methode der variirten Näherung fahrt desshalb, wenn 
man die elliptischen Elemente als die gesUirten betrachtet, zu schwierigen Ucchnungen. Durch das 
Verfahren der successiven Substitution wird zwar die Variation der ersten Näherung nach den gestör- 
ten Elementen vermieden; allein die Schwierigkeiten, welche der Integration aus jener Annahme, dass 
die ciliptisclicn EIcmeutc zugleich die gestörten sein sollen, erwadisen, sind doch wohl niclit geringer, 
als sic sich in dem andern Falle zeigen. Da nämlich die Störungsglicdcr, in welche die erste Näherung 
der gestörten Elemente eingesetzt werden soll, wenn auch weniger als deren Integrale, sellist verwickelte 
Funktionen der gestörten Elemente r und c sind, so ist cs die Substitution dieser Elemente, welche 
Schwierigkeit vcrursaclit. Man müsslo zum Behufc dieser Substitution in den Störungsglicdeni den Leil- 
strabl vennittcl.st des Toi/Ioi-’schen Satzes nach Potenzen der veränderlichen Bestandtheile de und de 
entwickeln. An die Stelle des Leitstralils würde dann eine unendlidie Reilie treten; und man sieht 
nun, das.s auch dem Verfahren der successiven Substitution eigentiiümliche aus der Veränderlidikeil der 
elliptischen Elemente hervorgehende Schwierigkeiten cnigegcnstchen. 

In der neuen Störungsthcoric habe ich die beiden vorgenannten elliptischen Elemente als unverän- 
derlich angenommen; mul an deren Stelle andere Elemente der Störung gesetzt. Mit ItUcksicbt auf 
diejenigen Uechuungen. welche durch die Methode der variirten Näherung hervorgernfeu sind, muss man 
den neuen Elementen den Vorrang vor den elliptischen cinräumen. Diesen Vorrang behaupten dieselben 
auch dann noch, wenn man sich des Verfahrens der successiven Substitution licdient. In der neuen 
Stftrungslhcorie hat auch die Substitution der ersten Näherung keine Schwierigkeit, weil liier die Störungs- 
pliedcr einfache Funktionen der gestörten Elemente sind, vgl. § l.’i. 

Die oben erwähnte Reihe, welche an die Stelle des I.«itstrahls gesetzt werden muss, um die 
veränderlichen elliptischen Elemente der Methode der successiven Substitution zugänglich zu machen, 
stellt in einem merkwürdigen Zusammenhänge mit der im § 13 aufgestcllten Gleichung des raraincters : 

j>> — ji,> + = 8 y- (t cus r + • sin r) . 

Wenn man die Veränderliche r als Funktion der Zeit auffasst, so erliült man au,s der Gleichung 

=(H-fCOsr) das Quadrat des Leitstralils als Funktion der Zeit und der elliptischen Elemente 
j> f und f. Von der Absiclit ausgehend, diese Funktion nach Potenzen der veränderlichen Hestaiidtlieile 
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df uml Äc geonliu't darxustellen, kann man sioli filr <lon Fall, dass in der Toyfur'sclieii Entwicklung nur 
die ersten Potenzen dieser Bestandtlieilc beibelialten werden sollen, einer schon im ^ 13 anfgestellten 
Gleichung bedienen. Zur Bestimmung der Veränderlichen r ist dort: 

tR-|- = ^ f-ri>in( = (-c 

angenoroinen, und hat man alsdann die folgende Gleichung gefunden: 

a (rt*) = COSÖ + caesinr^* 

Zu diesem Ergebnisse gelangt man. von der Gleichung y, = ausgehend, vermittelst der TViy- 

/or'scheu Enlttickiung. 

Indem man die Variationen de und de als die negativ genommenen ersten Näherungen der verän- 
derlich gtHlachtcn elliptischen Elemente e und e betrachtet , so dass also c = fj — de und c = c, — de 
ist, erhält man durch die vorliegend« Gleichung die erste Näherung deqenigen Variation, welche 
ilie gros.se .Vchsc der Elliiise erleidet, wenn man bei unverändertem ladtstrahle die veränderlichen 
Elemente e und c in die Beständigen c, und c, nbergelm läs.st. Setzt man ferner in die vorliegende 
Gleichung die Abkürzungen: 

= I und j»* f de = « . 

so i.st dieselbe identisch mit jener Gleichung des Parameter.^, durch welche unter der Voraussetzung, dass 
die Elemente e und c besUiudige Grössen seien, der veränderliche Bestaudlhcil der grossen Achse be- 
stimmt wenlen kann. Dieser veränderliche Bratandthcil ist also identisch mit der soeben erhaltenen 
Variation der grossen .kchse, uml man gelangt zu dem Schlüsse, dass die grosse .Vchse in ilcr ursprüng- 
lichen Gleichung -^ = in welcher veränderliche Eilemente c und c vorausgesetzt sind, eine 
Beständige ist. 

Kennt man die ersten Näheningen der Veränderlichen r und a. so kennt man auch die veränder- 
lich gedachten Elemente c und c, welche an die Stelle der Inständigen Elemente gesetzt, die gros.se 
Achse der Ellipse, welclie vorher eine Veränderliche war, zu ciiicr Beständigen machen. Man hat also 
eine Lösung des Problems, welche von veränderlichen Elementen e und c ausgehend, in der ersten Näherung 
der gro.s.scn Achse alle veränderlichen Glieder, auch die periodischen, zum Verschwinden bringt. 

Wenn man sich die oben ausgesprochene Absiciit vergegenwärtigt, welche der Tni/for sehen Ent- 
wicklung zu Grunde lag, dass man den Leitstrahl als E'unktion der veränderlich gedachten elliptischen 
Elemente e und c darstellen wollte, so kann man in der ücbereinstimmung dieser Tai/lnr'achKn Entwick- 
lung mit jener Gleichung des Parameters einen Grund sehen, in der neuen Störungstheorie bei der 
Variation des Parameters der Methode der succcssivcn Substitution vor der Methode der variirten Näherung 
den Vorzug zu geben. 
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§17. Die neue Stiirungstheorie in ilirem Verhältnisse zur Integralrechnung. 



Wenn ein System von n fjewölinlichen Differentialgleichungen integrirt werden soll, so verlangt die 
Aufgabe in ihrer ursprünglichen tlcstalt. dass » unljekaiinte Grossen als Funktion von eben so vielen willkür- 
lichen Uestiindigen und einer unabhängigen Veränderlichen f dargestellt werden. Dies ist diejenige Form 
des Integrals, welche sich, da die Veränderliche / als gegebener Zalilcnwertli vorausgesetzt wird, zum 
Uelnife der numerischen liereebnung jener n veränderlichen Grössen in erster Linie em]itichlt, und 
welclie desshalb jedenfalls beibchaltcn werden sollte, so lange nicht überwiegende Vortheile in einer 
anderen Form des Integrals walirgenommen sind. Wenn es aber in der That dienlich ist, die Elemente 
der Störung als Funktion der Intcgrationsbestäiidigcn und der Zeit darzustellen, so würde dies die neue 
Störungstheorie weit eher leisten als die bisherige. Denn in der neuen Theorie sind von vornherein 
einige Grössen, welche in der bisherigen als Veränderliche Vorkommen, durch Beständige ersetzt, und cs 
steht dieselbe ihrer ganzen .\nlage nach der Verwirklichung dieses Gedankens naher. 

Durch die Jletliode der variirten Näherung ergeben sich die Integrale der Störungsgleichungcn 
nicht als Funktion von Bestüüdigen und der Zeit, sondern es treten an die Stelle jener Beständigen die 
als veränderlich gedaclitcn Elemente. Wollte man die veränderlichen Elemente als Funktion der Inte- 
grationsbeständigen und der Zeit darstellcn, so könnte man dazu gelangen, indem man die dmxh die 
Methode der variirten Näherung erzielten Integralgleichungen nach den unhekaunten Elementen auflöst. 
Man kann aber diese andere Form der Integrale, welclie an die Stelle der veränderlichen Elemente eben so 
viele Integrutionsbeständigcn setzt, auch aus den Stönmgsgleichungeii selbst licrleiten. Es führt dazu unmit- 
tclhar das Verfahren der siiccessivcn Substitution. In diesen Bemerkungen habe ich die Intcgratioiisarbcit 
von einer Seite aufgefasst, welche den Gedanken nahe legt, dass von den beiden iin vorigen I’aragraphen 
beschriebenon Nähcningsmcthoilen die letztere, nämlich die Methode der snccessiven Siilistitulion ein 
Vorrecht habe, und es soll dies Beachtung finden, so lange wenigstens als nicht ganz besondere liilck- 
sicliten vorliegen, welche der Methode der variirten Näherung den Vorzug geben. 

ln der Lösung des ITohlcms, welche auf die neue Störungstheoric gegründet ist. spricht sich eine 
für die Intcgraitecimung hcaclitcnswerthe Tliatsache .aus. Zur Bestimmung der Bahn des gestörten Kör- 
pers hat nmn ein System Differentialgleichungen der sechsten Ordnung. Ich will indessen zunächst nur 
den einfachen Fall in's Auge fassen, dass der gestörte Körper mit dem störenden in einer und derselben 
FIbene liege. Fä fallen dann die beiden Veränderlichen i und ff weg, und man beiiült ein System der 
vierten Ordnung. Es ist unmöglich, dic.ses System auf ein anderes zurückzuführen, dessen Ordnung noch 
niedriger ist. Wenn nun aber die näherimgsweise Integration, gegründet auf die Variation der Con- 
stanten, unveniieidlicli ist, so dürfte man vielleicht erwarten, dass cs sich hier um Quadraturen handele, 
welche nach vier verschiedenen verämlcrlichon Elementen zu variiren sind. In Wirklichkeit sind es alxa- 
nur zwei Elemente, nach welchen die Integrale variirt werden sollen. Denn cs kommen in der That 
nur die hehlen Elemente p und a unter dem Integralzeichen vor. Im .Allgemeinen, wenn die beiden 
Bahnen niclit in eine und dieselbe El>ene hineinfallen, wenn also ein System Differentialgleichungen der 
sechsten Ordnung vorliegt, ist die Lösung durch ijiiadraturcn atisgcdrückt , in welchen nicht sechs, son- 
dern nur vier zu variirendc Grössen Vorkommen. Dies sind die gestörten Elemente p w » ff. 

Wenn sich unter dem Integralzeichen ülierhaupt keine zu variirenden Vcrämlerlichcii fänden, so 
könnte cs Niemand in Abrede stellen, dass die sechs Integrale des Systems durch gewöhnliche Quadra- 
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turim dargcstcllt seien. Da nun aber nicht sechs, sondern nur vier zu variircnde Grössen unter dem 
Integralzeichen Vorkommen, so ist man die.ser Darstellung des Integrals wenigstens naher gekommen. 
Dies ist immerhin ein Grund, zu behaupten, das.s nun zwei Integrale des Systems Differentialgleichungen 
der sechsten Ordnung durch gewöhnliche Quadraturen dargestellt seien. 

Ich habe hier jene einfachere Bcwcgungserschcimmg im Auge gehabt, wonach die Bahn des stören- 
den Körpers als eine ungestörte Kllipsc angenommen ist. Auch die laisung des allgemeinen Problems 
der drei Könier lässt sich von der Integration eines Systems Differentialgleichungen abhängig machen, 
welches der sechsten Ordnung augebört, vgl. S 5. Hiernach werden von sieben unbekannten Veränder- 
lichen sechs als Funktion der siebenten ilargestellt. Sollen aller die unliekannten Yeränderliciien unmit- 
telbar als Funktion der Zeit dargestellt werden, so hehUlt man ein System Differentialgleichungen der 
siebenten Ordnung. Im § 14 habe ich die vollständige Lösung des allgemeinen Problems, in die.sem 
Sinne aufgefasst, auf Quadraturen zmltckgcführt , in welchen sechs veränderliche Elemente Vorkommen, 
nämlich p p, J to — ff <o, — ff und p,'. Man sicht, dass bei der Lösung des allgemeinen Problems der 
drei Körper die Zahl der zu variirenden Elemente um die Einheit kleiner ist als die Ordnungszahl des 
Systems Differentialgleichungen, auf dessen Integration das Problem zurackgeführt werden kann. Man 
ist also berechtigt zu sagen, dass die neue .Störungstheoric in der Lösung des allgemeinen ProhleuLs 
«in weiteres Integral durch gewöhnliche Quadraturen dargestellt habe. 

Wiewohl der besondere Fall, dass die Bahn des störenden Körpers als ungestörte Ellipse ange- 
sehen werden darf, cirenso wie das allgemeine Problem die Integration eines Systems der sechsten 
Oninung verlangt, so enthält doch die Ixisimg des besondeni Falles nur vier veränderliche Elemente 
unter dem Integralzeichen. In wiefern die Integration des Systems der sechsten Oialnmig in dem all- 
gemeiucn Problem eine verwickeltere. ist als dort, darüber gibt diese Vergleichung einen .\ufschluss. 

Um schliesslich aucli des Falles Enviilmung zu thun, dass die beiden sich störenden Kör|ier in 
eine und dieseltie ElHuie hineinfalleii, mag hier in Krinnerung gebracht werden, da-ss die läisung des 
Problems in diesem Falle von der Integration eines Sy.stems Differentialgleichungen der fünften t)rdniing 
abhängig ist, wenn die unbekannten A'eränderliclien als Funktion der Zeit dargestellt werden sollen. 
Es zeigt sich, dass die Anzahl der unter dem Integralzeichen vorkommenden veränderlichen Elemente 
wieder um die Einlicit kleiner ist. als die Ordnungszahl des Systems. Denn von den oben genannten 
seclis fällt das Element J weg, und an die Stelle iler liciden m — ff und a, — ff tritt ein einziges — o,. 



§ 18. Schlussbeuierkuugeii, die neue Störungstheoric betreffend. 

Die Störungstheoric Ist ein Ergcbiiiss des Gravitationsgesetzes. In ilireu ersten Anfängen von 
Knefon aufge.stellt , verdankt sie ilirc weitere Aushildung. iu der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts, 
hauptsärhlicli den Arbeiten von Euler, Lngramjc und Luphtee. Die „Mecanique Celeste“ von Lnpluee. 
welche in den Jahren 1799 — 1808 cniclücnen ist, sollte nach der .Absicht des Verfassers eine vollständige 
Uebersicht ül)cr den damaligen Stand der theoretischen Astronomie geben. Schon Xeietm hat in seinen 
„lYinzipicii“, deren Hcrau-sgabe 1687, sodann in einer zweiten .Vutiage 1711 erfolgt ist, au-S dem Gravi- 
tationsgesetzc die hervorragenden Störungen de.s Mondes erklärt, nämlich ilas Rückwärtsgehen der Knoten, 
das Vorwärtsgehen des Perigäums, die Variation, die Evektion und die jährliche Gleichung des Mondes, 
wenn auch nur, zum Theil wenigstens, mit beträchtlichen .Vhweicliungcn von dem l>eobacliteten Werthe 



Digitized by Google 



(1er Krsclicinang. Diw von ihm cingcschlnKcnc Verfahren nihrt indessen wohl nicht über eine nur 
beschränkte Genauigkeit hinaus. Iler unsterhlirhe Entdeckte des Gravitationxg((setzcs hat sich die ül)er- 
aus schwierige Aufgabe gestellt , die einzelnen Sstörungserscheinungen , für sich Iretrachtet , aus den 
geomt-t rischen und niechanischen Ileziehungen der drei Körper zu einander herzuleiten. Xacli Xciduit 
ist Xicniand iin Stande gewesen, auf di(>seiu Wege einen irgend wie erheblichen Fort.schritt zu nmclK’u. 
Schon Claimiil, welcher als einer der ersten die Störungen analTtisch verfolgt, und auch zuerst die aus 
der Theorie abgeleitete licwegung des rerigäums mit der Erfahrung in l,'el)creinstiminung gebracht hat, 
war zu der Ueherzeugung gekommen, das.s der von Xeir/oii eingeschlagene Weg nicht weiter führe. 
Der Methode der .Vnalysis, weh-be von nun an immer mehr iii den Vordeigrund der Untersuchung ge- 
treten ist, war übrigens erfolgreich vorgearlHutct worden durch die im -lahrc IT43 erscliienene „Traite 
de dynami(|ue“ von d'AU-mherl, worin der Verfasser die Gesetze der Bewegung zum Erstenmale in der 
Gestalt von Dilferentialgleichungen der zweiten Ordnung aufgestellt hat. J)'Alemhcrt hat der Forschung 
die neue Bahn eröffnet. 

Xaeh der bisherigen Störungstheorie denkt mau sich die Bahn des gestörten Körjters als einti 
veränderliche Ellipse. Nicht allein die Lage der Elli|»se ist fortwährend gewissen Aenderungen unter- 
worfen; auch die Beständigen der A'ivdcr'schen Ge.setze erleiden Variationen. Die beiden .\chsen der 
Ellipsen sind veränderlich, und ebenso auch die in gleichen Zeiten jede.smal von dem Leitstrnhl beschrie- 
benen Flächenräuiue. Mit Rücksicht auf die lineare Transformation, durch welche die kanonische Form 
der Differentialgleichungen der Bewegung wi(slerherg((stellt worden ist, erfährt diese .\uffassung der 
Bewegungserscheinungen keine wesentliche .\enderung. Indem man den Ort des gestörten Körjicrs auf 
den des Centralköriiers bezieht, sind es nun zwei verschiedene Ellipstm der beschriel)cnen Art. aus 
welchen die Bewegung des gc.störfen Kör|)ers zusammengesetzt ist. Derselbe bewegt sich nämlich 
in einer Ellipse, deren Brennpunkt nicht nielir den Ort des Ccntralkör|)ers einniniint, sondern, in der 
Ebene der drei Könier fortschreitend, selbst eine Ellipse um den Centralkör])cr beschreibt. Die lineare 
TraiLsformatioH bewirkt, dass den Variationen der elliptischen filemente engere Grenzen gezogen 
sind, als in einer einfachen um den Centralkörper beschriebenen Ellipse. Das vorstehende Bewegungs- 
gesetz halui ich sehon im § 9 Phi. III. ausgesprochen. 

Xacli der neuen Störungstheoric besehreiht der Leit.strald gi‘gen die grosse Achse der Ellipse in 
gleichen Zeiten jedesmal gleiche Flächcnräumc. Aiis-senlem soll die Excciitricität der Ellipse eine 
Beständige sein. Der Parameter bleibt veränderlich. Man könnte wohl versucht sein zu glauben, dass 
die Unvcränderlichkeit der erstgenannten Grössen der läisung des Problems einen gewissen Zwang auf- 
erlege. Da doch der Parameter der Ellipse als Veränderliche aufgefasst werden soll, um die Erscheinung 
darzustellcn, so könnte mau venimtlien. dass der Anschluss an die wirkliche Bahn leichter hcrzn.stellcn 
sei, wenn auch jene beiden andern elliptischen Elemente als Veränderliche gccUclit werden. Xaclulcm 
aber die Analy.sis in dieser Frage unzweifelhaft die Entscheidung gegeben hat, können solche geome- 
trisdien Anschauungen kein Gewicht melir halten. Anderseits ist zu bemerken , dass Niclits im Wege 
steht, auch den Parameter der Ellipse als Beständige aufzufassen. Man könnte näinlicli den veränder- 
lichen Bestandthcil des Parameters auf eine Bewegung der fälipsc bezielien. Diese Bewegung würde 
in solcher Art vor sich gehen, dass die Verrückung der gestörten Masse jedesmal in der Richtung des 
Lcitstrahis jener andern Ellipse erfolgt, deren Parameter als veränderlidie Grösse gedacht worden ist. 
Man hat es daun mit einer Ellipse zu thun, welche den Kepler ftAiea Gesetzen vollständig unterworfen 
ist; und alle Störungen sind auf gewisse Bewegungen dieser Elliitse ziirückgcfülirt. Die gestörten Elemente, 
durch welche die Lage der Ebene der Bahn bestimmt ist. sind der Knoten und die Neigung; die beiden 
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andern gestörten Elemente, das Perihel und der Parameter, geben die Lage der iTejiferVlien Ellipse 
in der beweglirhen Ebene. 

E.S könnte auch vielleicht auffallen, dass man die Beaegung eines Punktes r.uriickfuhren wolle 
auf die Summe von verschiedenen Einzelbewegungen. welche einer AVyjfci-'schen Ellipse zugetheilt sind 
Diese Auslegung hört aber auf befremdlich zu sein, wenn man sieh vergegenwärtigt. da.ss die Geometrie 
au und für sich in der Lösung des Problcni.s von vorn herein keinen .Vufschliiss geben kann, dass sie 
auch hier Nichts weiter gelien soll als ein räumliches Bild, diejenigen Bewegungserscheimmgen ver- 
anschaulichend. in welche die Gesammtbeweguug der gestörten .Ma.sse zerlegt werden muss, damit die- 
selben einzeln genommen der Analysis zugängiieh sind. 

Vollständiger lässt sich das Bewegungsgesetz in einer Form aussprechen, der zufolge die Gesammt- 
wirkung der beiden von dem t'entralkörjier und von der störenden Masse ausgehenden Anziehungen 
auf jene Wirkungen zurückgeführt ist, welche diese U-iden .Vnziehmigen einzeln genommen auf den Köq>er 
ausüben würden. Anknüpfend au die vorhin erwähnte lineare Tnuisformation kann man den veninder- 
lichen Parameter der Ellipse dem Coefficienten der linearen Transfonnation cinverleilmn. Man denke 
sich den Ort des Centralkürpers als den gemcin-samen Brennpunkt zweier AV/dcr’schen Elli|)sen. Die 
rechtwinkelige Coordinate des gestörten Köri)ers, liezogen auf <len Ort des Centralkörpers, ist dann eine 
lineare Funktion der gleichnamigen Coonlinaten der lieiden Körper, deren Bahnen die A'ci>fcr'schen 
£lli|>sen sind. Die Coefficienten der linearen Funktion sind als veränderliche (irössen aufzufassen ; und 
ebenso auch diejenigen Elemente, durch welclie die Ebene der Bahn gegen die Ebene des Pols, und 
die laigc der grossen .\chse in jener Ebene festgestclit sind. 

Streng genommen stören sich .alle Planeten gleichzeitig in ihrer elliptischen um die Sonne 
Ijeschriebenen Balm. Wenn es erlaubt ist, das vorstehende Bewegungsgesetz, welches die läisimg des 
Problems der drei Köri>cr versinnlicht, auf diese zusammengesetztere Erscheinung zu übertragen, so liat 
man jedem Planeten eine AVpfcr’sche Ellipse zuzutheilen. Die Bewegung irgend eines der gestörten 
Planeten ist dann einer linearen Funktion der in diesen A'c;>/cr’sclicn Ellipsen erfolgenden Bewegun- 
gen gleichzusetzen. Das Problem, in dieser einfacheren (iestalt aufgefasst, verlangt n\ir noch die 
Bestimmung der veränderlichen Coefficienten in jener linearen Transformation, und der übrigen gestür- 
4cn Elemente, durch welche die Lage jeder einzelnen Ellipse festgestellt ist. 
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Dritter Abschnitt. 



Integration der Störnngsglieder. 

§ i;i. Ueber die Form des Integrals der Störnngsglieder. 

Um die Stönmgsgliwicr iiiteprireii zu küuiicn, entwickelt mau die Störungsfunktion nach I’otcnzen 
des Verhältuisscs der I.eil.slralilen -y. Für den Fall, dass die Halm der einen Masse die der andern 
vollständig einsclilie.sst , hehiilt diese Entwicklung in dem ganzen Verlaufe der HewegungserscUeimmgen 
ihre Convergenz, und alleOlieder der Störungsgleichungen sind in den folgenden zwei Fonnen enthalten: 

^ j’ cosfm c- m.r,), ^ j^inCm r - m,r,), 

wo r der Leitstrahl der inneren, r, der Leitstrald der äusseren Bahn ist, r und r, die wahren .Vnonia- 
lien der beiden .Ma.ssenpunktc sind. Der Buchstabe «, bezeichnet ebenso wie n und m ein^ positive 
ganze Zahl; dagegen ist m, irgend ein jmsitiver oder negativer Zahlenwerth. 

Diese Störungsglieder sind Funktion der Winkel e und r,, nachdem man ilie la'itstrahlen mit 
Hilfe der beiden tileiclmngen : 



- = 1 + ^ cog f , 



— = 1 rns r. 



eliminirt hat. Wollte man die.sellien als Funktion von t darsfellen, um alsdann nach i integriren zu 
können, so uiU.sste man e unil v, eliminiren vermittelst iler la:iden (tleichungen : 



worin = 



I — f sin# =(( — 0(1 — 
mul #, - *•. WD#. = i(( - t« = i/ iZLl'tg-J- 

2 f \-t f, * 

ist Zu diesen ist man durch die Integration der ot»en im 8 aufgcstellten Derivirten gelangt: 
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Die Elimination von r und r, mittelst t führt auf weitläufige Entwicklungen, welche die Form von 
unendlichen Reihen haben. Ich habe mir, um diese schwierige Elimination zu vermeiden, schon im § 27 
Pbl. III die Aufgabe gestellt, ilas Integral der vorliegenden Störungsglieder als gemischte Funktion von 
r und r, darzustellcn. Indem inan anstatt der Zeit, welche als unabhiitigigc Veränderliche angesehen 
werden kauii, gleichzeitig die beiden Veränderlichen r und r, gebraucht, eliininiit man in den Integralen 
neben der erstgenannten Veränderlichen auch die beiden Beständigen c und c,. 

ln dem vorigen Abschnitte sind die Integrale der Stöningsgleichungen durch Quadraturen aus- 
gedrückt worden, welche nach gewissen veränderlichen Grössen variirt werden inttsscn, sobald man sich 
nicht mehr mit derjenigen Genauigkeit begnügen will, welche durch die erste Näherung gegeben ist. 
Aber auch schon die erste Näherung soll mm als Funktion zweier, wenn auch in gegebener Beziehung 
Z.U einander stehenden Veränderlichen daigestellt werden, ln der Theorie der Störungen sicht man sich 
bei jedem Schritte veranlasst, die gesuchte Grösse als Funktion von mehr als einer Veränderlichen auf- 
zufassen. Wo immer in den Störungsaufgahen man cs sich versagen wollte, der Analysis dies Zn- 
geständniss zu machen, da musste man erfahren, dass denselben ungerechtfertigte Schwierigkeiten 
entgegcnstelien. Indem ich die Integrale der vorliegenden Störungsgliedcr als Funktion mclirerer Verän- 
ilerlichcn auflas.se, gelange ich zu Resultaten, welche ungeachtet ihrer Einfachlieit und grossen Braucli- 
liarkeit bis dahin aiihckaimt gewesen sind. 

Ich zerlege die Aufgabe in einige verschiedenartige Be.standtheile. Vor Allem betrachte ich den 
Fall, dass im, = UundN, — 0 ist, also die einfacheren Störungsglieder: 




cos m e , 



i-jY 



welche Funktion von e allein sind. 

Die Methoden, wonach man bisher diese Ausilrücke integrirt hat, zielen im Wesentlichen darauf 
hin, dass man die Entwicklung der Potenz von -- in der Fonii; 

(7)' = -^ 

aufstelle. Nachdem man dazu gelangt ist, miilti|dirirt man dieselbe mit cos i«r oder sin me. Alsilann 
hat man alle Glieder in trigonometrische Funktionen von linearer Form umzuwandeln , und cs steht deren 
Integration nach c genommen Nichts mehr im Wege. Da der Exponent n als positive ganze Zahl vor- 
ausgesetzt ist so zeigt sich jene Entwicklung jedenfalls in der Form einer unendlichen Reihe, mag man 
nun die Potenzreihen goniomctrischer Funktionen zu Hilfe iiolimen, mler das Theorem von Fom-ier der 
Entwicklung zu Grunde legen, oder auch aus den Eigenschaften hypergeometrischer Reilien dieselbe hcr- 
Icitcn. Indem man dies« verschicilonen Wege cinschlägt, erreicht man Nichts weiter als dass die Coef- 
fidenten Ai in der unendliclien Reihe als Funktionen von e un^ « verschiedene Darstellungen erhalten. 
•Alle diese Entwicklungen erscheinen aber von mehr untergeordnetem Werthe, nachdem man in Erfah- 
rung gebracht hat, dass sich die verlangten Integrale auch durch eine liegrenztc Anzahl Glieder aus- 
drücken lassen. Die Integrale bilden sich nach einem einfachen Gesetze, sobald man dieselben nicht 
mehr als Funktion von e allein, sondern als gemischte Funktion der zwei Veränderlichen r und p 
aoffasst. 

Es ist schon erwähnt, dass in den Stönmgsgliedern : . 

8 
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rn$ m r 



( — 1 »inmr 
\P ) 



^lic Oröswn »i und « positive snnze Zahlen bezeichnen. Es muss noch hinzugefügt werden, dass diese 
Iwiden Zahlen nicht ganz unabhängig von einander sind. Es kann «>>»t sein, auch n = m und 
H = m — 1. Der Fall « < m — 1 kommt aber nicht vor. Es ist nicht schwierig, von vorn herein zu 
sehen, dass sich die Integrale der beiden vorliegenden Glieder unter cler hier angegela'nen Beschrän- 
kung in der That durch eine begrenzte Anzahl Glieder darstellen liuisen. 

Führt man anstatt der wahren .Anomalie t- die e.xcentrischc Anomalie c ein, welche sich durch 
die Gleichung: 



‘s 2 ~y 



/I 



1 +-c‘* 



r 



l>estiinmt. so hat man vor Allein cos Ferner hat man die (ileiehungen: 



i's= 



/ i — e* Rin f 
1 — «*o8 * * 



cosrs^ 



cos # — g 
1 — « cos e 



Da mm w eine ganze Zahl ist, so lassen sich die Factoren cos ««• und sin we* als trigonometrische Funktion 
von t durch eine begrenzte Anzahl Glieder ausdrücken. Jedes dieser Glieder cntliält eine ganze Potenz 
von r im Nenner; aber die hödiste der in solcher Weise vorkomimMiden Fotenzen ist r‘". Mau merke 

noch die Gleichung Indem man die beiden Störungsglicder nicht mehr als Derivirten 

nach sondern als Derivirten nach i anschreibt. führi man dieselben Ul»er in: 



I — I cosmv 

V j> y 




sin m r . 



Unter der vorhin angegebenen Bc-sebriinkung. dass n nicht — 1 sei, laascn sich <licsc beiden 
Ausdrücke durch geschlos-sene Reihen darstellen, deren Glieder co.sinus oder sinas der Vielfachen von f 
sind. Denn wenn n = m — 1 oder n> »» — 1 gesetzt wird, so fallen die oben erwähnten Nenner alle 
weg. Das nach e genommene Integral ist gleichfalls eine geschlossene Reihe; und diese Eigenschaft 
des Integral-s geht nicht verloren, wenn man an die Stelle der cxccntrischen Anomalie t die wahre 
.Vnomalie r Wieder einsetzt. 

Man könnte wohl versucht sein, das Integral des Störungsgliedes als Funktion von * aufzustellcn. 
Diesem Vorhaben steht aber Anderes im Wege. Die Störungsfunktion ist nämlich durch die drei 
Veränderlichen r, r, und ., aasgedrückt. Wenn nun auch die Leit.strahlen r und r, sich ebenso einfacli 
ilurch die exccntrische Anomalie als durch die wahre .Anomalie ausdrücken, so kann dies doch nicht 
von der A'cränderlichcn s behauptet werden. Denn es ist: 

« — cos H cos w, 4* cos (i — I.) sin u sin u, , 

WO « -{-3- = » -|- o und M, # = r, -f-o», ist -Als Funktion von f und e, zeigt sich s unabhängig 
von e und c,. Durch die Einführung von t und t, anstatt v und r, nimmt cs eine schwierigere Gestalt 
au, da dann auch die Grössen e und e, eingeführt werden. Dies ist aber nicht der einzige Grund, 
welcher gegen die Einführung der excentrischen Anomalie spricht Es stellt sich heraus, dass auch jene 
endlichen Integrale, als Funktion von v aufgefasst nach einem einfacheren Gesetze gebildet sind, als in 
dem andern h'alle, wo dieselben als Funktion von s aufgcfa.sst werden. 
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§ 20. iDtegration des homogenen einfachen Störungsgliedes. 



üm die obigen Störungsglieiler , welche als Funktion von r allein die einfachen heissen sollen, 
nach t zu integriren, gehe ich von^deu Gleichungen aus: 






Mit Rücksicht darauf findet man die weitere Derivirte: 



^ (“) wi =r wi (“) cos m c + « c »in e *'o “ r. 



Ferner findet man die Derivirte: 



e cos m = “ m *’ «> c + (sy) cos r cos »i f + fn + * ***** *' ” * 

Um hier das letzte Glied in geeigneter Weise nmzuwandeln, bedient mau sidi der Gleichung: 



— e cos 0 ^ — 1 1 






cos F — F» Bl»» P ssr 1 — e* • 



Man multipUcirc die vorige Gleichung mit e, um nlsflann c*sin*c vermittelst des Vorliegenden zu 
eliminiren. Dieselbe geht über in: 

— sin vros o# 1 *^ = M *c sin r sin w r + (2 w + *eros r cos »( c+(»-t-l)(^) ^1 — — ^osmr. 

Man setze noch cosr cos mv ~ cos (i» — I) c — sine sin «ir, und tlieilc die (ilcichung durch >i + 1. 
Mau erhält an deren Stelle: 






•41 

I «sinreoamv 



) m ~ 2 «— 1 /• r N»— 1 

3- — ( — \ c giQ V SJO m r 

» + 1 ' j) ^ 

+ Cy)"~''™*(" - *)c + (7)'(‘ - -(^)’)co8». I 



Eliminirt man schliesslich das mit « sin r sin m e multiplicirtc Glie<l mit Hilfe der ersteren der oben auf- 
gezcichneten Derivirten, so findet man die Gleichung: 



1 ff/'. .a“"’'\rr'i“. « /C 

= (1 — e*)(—) c + -"xT (■")" *« C 08 (m — 1 ) r — - ^ ”* ” ~ " (-— ) 'cosmr, 

' ii+lVpZ ' ' «t-1 ii'.jiZ 

welche in allen Fällen das Integral des Störungsgliedes (y cos m r liefert. 

Ich fa-sse zunäckst den Fall » = wi in’s Auge. Man behält die cinfaehere Gleichung: 
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£. I — ( — iJinni: , ;( — ) sin B C 08 B» l = (1 — «’) ( — icosiirH- ^ ( — ) «rosin — 11». 

Vn'-p'^ n + l'p' . J ' 'ip' n + I'p' 

Daraus ergibt sich sehr leicht das Integral des Ausdrucks cos nc. Kin .solches Störungsglied, in 

welchem der Exponent des Leitstrahls gleich dem Cocfficienten der wahren Anomalie ist, soll ein horao- 
geues Störungsglicd hei.sscn. Mau sieht, dass man mittelst der Gleichung 2. ein homogenes Störungs- 
glied auf ein anderes Glied derselben Art zuruckführt, dessen Grad^ um die Einheit kleiner ist Ge- 
braucht man die .\hkurzung; 



f r r r 'v«+i . 

(In)»: — I — I >inNC — I sinrroBiirt 

n\f) n + lVp^ 

SO schreibt sicli die Reductionsgleichung 2. einfacher: 

2. • CnV = (1 - «•)( ( /)*”"' ™* Cn - 1) r ■ 

Integrirt man nun beiderseits nach I, so erhält man die lieabsichtigtc Rediiction: 
{l-ci)^i^~)'c<»Hi;d( = »(ii)-|?;±l /"(‘p) Or dl . 



Durch die wiederholte Anwendung dieser Rediiction gelangt inan schliesslich, da « eine positive ganze 
Zahl ist, zur Integration eines von r unabhängigen Gliedes, dessen Integral der Zeit proportional 
Ist Das vollständige Integral des homogenen Störungsgliedcs «“’* Gradc.s führt hiernach zu der Reihen- 
entwicklung; 



1 /’lf r 1 ” 2» + I B , ,, , 2n + 1 2n — If <■ V / 

3 '■ '■ "" = - « + Vi:^* + „ +T - (.r-ft J ' (" - *) 

Dieselbe besteht aus ii -{- 1 Gliedern, und -in dem letzten Gliede hat man a(o) = (1 — c*)/ zu setzen. 

Man vertausche in der Gleichung 2. den Winkel »v gegen »le -)- y. Dieselbe geht dann Uber in: 

. + ÄT"! (7)”*^ « »ia " r) = (1 - '')(y}'«in a » + «“ (» - 0 r • 

Man schreibe liier abkürzend: 

' T + irh (fr'* 



Bin r Bin n v*z 



und die Reductionsgleichung schreibt sich: 

Zur vollständigen Integration des audeni Störung.sglicdes erhält man die Reihe: 
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welche .aus nur « Gliedern besteht, weil c (o) = o ist. 

Die Gleichungen 3. und 3'. lassen sich auch in der folgenden abgekürzten Form anschreiben: 



(J 






cos « e d< = Cj » (n — 1) 



— (1 — «’) y sio « c d( = 2TCj c (» — k), 



■WO unter dem Summenzeichen der Buchstabe k der Reihe nach die Zahleuwerthe 0, 1, 2 . . . ii erhält. 
Zur Be.stimmung der Coefficienten G hat mau die Gleichungen: 



C. = l. 



2n-l-Sk t 
i-k 



§ 21. Integration des nicht homogenen einfachen StOmngsgliedes. 



Durch die vorstehenden Entwicklungen erhält man die Integrale homogener Störungsglieder. 
Die Integration derjenigen Störungsglieder, welche nicht homogen sind, lässt sich auf die der homogenen 
Stömngsglieder zurückführen. Die.se Keduction kann vermittelst der schon oben aufge.stellten Gleicimngen 
bewerkstelligt werden. Man hat die Derivirte: 

{ r T ■ T / f v"""' 

f (.“J »in I« p j = w < CO» m t + « ) e »m e »in m r • 

Macht man von der identischen Gleichung Gebrauch: 

e tia V Bia m r ^ ccos(m~ 1) r ~ l^coB m v , 

80 geht die vorige Gleichung über in: 

4. ~ f" ~ "^ (^) *coi at c + » (-^)’ '^cosM r 4 eco$(»i — l)»y 

Man setze darin m = n. und man behält: 



\ f r T / f \ "■“1 

ö. “5T co»np+(— ) «cci»(ii — l)p» 

•eine Gleichung, durch welche das Störungsglicd *«>» w r auf ein homogenes zurückgeführt wird. 

Für M = 0 ist dasselbe unbrauchbar. Man findet übrigens für diesen Fall Fi - «• = t', wo t die 
excentrische Anomalie ist. 

Vertauscht man auch hier » e gegen ti e so hat man die entsprechende Gleichung: 



Digilized by Google 




62 



5: - 4 ( (j)""’ ^ + (t-)"”’' «in {» - I) » . 

Ich nehme jetzt an, das nicht homogene Störungsglied lasse sieh in ein homogenes überführen,, 
indem man den Exponenten des Lcit.strahls um t Einheiten kleiner macht, und soll dasselbe desshalb- 
ein nicht homogenes Störungsglied der i”“ Stufe heis.sen. Vm ein solches auf homogene Glieder zurück- 
zuführen. mu.s.s mau zu der Gleichung 1. des vorigen Paragraphen zuriiekkehren. Indem ich abkUrzeml 

< (n,m) = — I 1 + — ,-r II — I sin "> e r^l — | «in reo« »i v 

' n V ^ b+IJVj'J » + 



setze, wonach also «(n. ii) gleichbedeutend ist mit der vorhin angewendeten Funktion *(n) , schreibt sicli 
die Gleichung 1. in der Form: 



1 . « («, my = (1 - «■) y CU« »1 c + (y «'•("-Oe- 



n -t- 1 ■— w » ~ y 
H + 1 H 



(tT 



Mit deren Hilfe würde man irgend ein nicht homogenes Störungsglied cos wp auf zwei andere 
Glieder zurückführen, von denen das eine die gleiche Stufe hat, das andere aber eine um zwei Ein- 
heiten niedrigere Stufe. Diese Umwandlung würde also die Rechnung dem Ziele nicht naher bringen. 
Es lässt sich aber aus der vorliegenden Gleichung leicht eine andere herleitcn, welche dazu wohl ge- 
eignet bt Vertauscht man m mit — »i, so geht sie über in: 



C. t(«, — m')' = (! — «' 



’(i)- 



' . 2 « + 

co#wr -H p 

» + 



r(y)- 



«C09(w + l)r — 



b41 + w» »4») 
n 4 1 n 



(t)- 



In der That kann man mit Hilfe die.ser Gleichung irgend ein nicht homogenes Störungsglied cos m p 

auf zwei andere zurUckfüliren , deren Stufe jedesmal um zwei Einheiten niedriger ist. 

Wenn das Störungsglied von der zweiten Stufe ist, so erhält man durch diese Reduction zwei 
homogene Glieder. Diese lieiden lassen sich alsdann unter dem Beistände der Gleichung 2. durch ein 
einziges homogenes Glied ersetzen. Gehört das Störungsglied einer höheren Stufe an, so erhält man 
an des-sen Stelle zwei nicht homogene Glieiier. Mittels der Gleichung 1., welche für den Fall n = m 
hekaniitiich in die Gleichung 2. ttiicrgebt, kann man alsdann das eine von den lieiden neuen Gliedern 
durch ein anderes ersetzen, dessen Stufe um vier Einheiten niedriger ist als die^ de.s ursprünglichen 
Gliedes. In der Gleichung 1. hat man in die.ser Absicht m gegen w -j - 1 und n gegen n — 1 zu ver- 
tauschen; dieselbe geht dann über in die folgende: 



, , , f r \i— ' / . . 2n— If r V— ' n — 1 — ma — 2 — r ’V*— • , , ,, 

»(«-l,ni -Hl) =(l-e>j|^-yJ co«(w-f I)e-|- — jj — ^-yj ecoimc--^^ I ««(»+1)*'- 

Mit deren Hilfe eliminirt man d.as Glied ("^y ' cos (wi 1) r aus der Gleichung C., und man gelangt 
zu einer neuen Gleichung, durch welche da.s Glied ^-yj' cos m r auf die beiden ^-yj" 'cosimp und 

^•yy *cos (m -f l)p znrückgeführf wird, deren Stufe in der Thal beziehungsweise um zwei und um 
vier Einheiten kleiner ist als die des erstgenannten. Der Cocfficient des letzteren der beiden neuen 
Glieder verschwindet für den Fall n = m 2, und man behält ein einziges homogenes Glied. 
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Indem man den hier vorgeschriebenen Weg verfolgt, führt man zwei verschiedene Glieder von 
der Form .v(«,m) in das theilwelse Integral ein. Man kann aller die beiden Gleichungen 6. und 1. 
zum zweitenmal in Anwendung bringen, indem man den liuehstaben m und n andere Zalilenwerthe beilegt, 
und man Ist dann in den Stand gesetzt, die beiden jetzt vorliegenden Störungsglicder auf zwei ähn- 
liche zurückzufUhren, in welchen die Stelle von » eine um zwei Einheiten kleinere Zahl einnimmt. Es 
werden auf diesem Wege zwei weitere Glieder s (ii, m) in das tlicilwcisc Integral cingefuhrt. Wenn die 
Stufe des ursprünglichen Stöningsgliedes durch 2i bezeichnet ist, so gelangt man durch die imalige 
Anwendung Jener lieiden Gleichungen 6. und 1.. da n = in - f- 2 1 ist, schliesslich zu einem einzigen 
homogenen Gliede. Das theilweise Integral besteht dann aus 2i Gliedern s (u, m), und lässt sich in der 
folgenden Form anschreihen: 

7. (!-«’) J = 5(ä + 2 -ai, - m) - ZB, » (n + 1 - 2J:, m + t) 

F A+i (!-«’) j\~f »• ' dt , 



wo unter dem Sumnienzeichen der Buchstabe k der Reihe nach die Zahlcnwerthe 1, 2, 3 ... i erhält 



Um die Cocfficicnten ,1, J , ... .B, ff, ... zu he.stimmen, bilde man aus den Gleichungen 6. und 
I., nachdem man in 1. die Buchstaben « und m beziehungsweise gegen »i — 1 und m -j- l vertauscht 
■liat, die folgende: 



j|, »(n,— m)' — B, »(n — 1, M+ I/ = A, (1 — r’) (^) eo» tu c — ^B, (1 — «•) — A, e (“ + 0» 

2«— 1, .«ü-I+wi H-t-mWr,— » ,„tt— I — wi w— 2 — m,.r 3 

tl n + I nfVjiZ n il— IVp/ v,.. 

Setzt man A, = 1, so folgt weiter, weil das zweite Glied der rechten Seite verschwinden sg|l, ff, = i — 

Sun vertausche man n gegen n — 2, und gleichzeitig A, und S, gegen A, und J?,. Die vorige 
■Gleichung geht dann über in: 

A,<(n — 2, — m)' — B,s(n — S,m + 1)'=A,(I — «•) (.^) ~*cos »i t — ^B, (1 — «>) — A, 

( _ 2ii — 5,,ii — l + M » — 2 + mi r ..f— ‘ , „ » — 3 — m »— i— m r 

iTTz-jCy) +">-^^2 yr*“ Cy) «5(»+t)r. 



Man addire diese Gleichung zu der vorigen. Damit bei der .\ddition die Glieder * cos i» » und 

’cos (»1 -i- l)i> verschwinden, stellt man zur Bestimmung der Coefficienten A, und B, die fol- 
genden Gleichungen auf: 



A,0-..) = A,(l + ^J(n-^} + B..(2-±) 



Es ist nun auch das Gesets der allgeraciaen Coefhcientenbildung ersichtlich. Vertauscht man n 
;gegen n 2k% so hat mau die allgemeineD Coefficienten : 
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U4 

+ „ + !_**)(*+ n-*l) +^»+i'(*~ Ii-2t) 

8 . 

Da sich das homogene Glied ^-^j“cos mv durch m (fliedcr a (i«) intcgrirt, so sieht man, dass das voll- 
ständige Integral des nicht homogenen Gliedes gerader Stufe tos »»'’ sos 2i -f- m = n Glietlern 

s (n, m) üusammengesetzt ist, in welchen die Buchstalien » und »i der Ueihe nach verschiedene Zalden- 
wertlie erhalten. 

Vertau-scht man in den Gleichungen 1. und 6. den Winkel mv gegen so erhält man 

zwei entsprechende Gleichungen zur Integration iles nicht homogenen Gliedes gerader Stufe sinnt r. 
Man gebrauche in dieser Absicht die Abkürzung: 

/■ \ ^ ^ ^ ( V+' • 

c(n. — IlH r^ll — I ?08«ir + — ?l — I smvtiamri 

nV »+iAp^ ” + l\P ) 



und bemerke, dass durch jene Vertau-schung s(«, m) in cf«, m) und s(«, — in) in — c(ii, — in) übergeht- 
Die erwähnten Gleichungen gehen Uber in: 



i: 



6 ; 



— c(«, m)' =(1 — 8inm» + 

lin m r 



3 « + 1 /’ r « + 1 — «1«- 

r^l — I «imCw — l)r r 



2n + l f r n + l + m« + » 

n + lVP/ \ j w-fl n 






Man gelangt schliesslich zu der Gleichung: 



7.' (1 — e*)J «in m r dt = c (n -I- 2 — 2 fc, — m) + 2 : c (« + 1 — 2 M + 1) , 

+ ■^1+1 siD mvdt, 

wo unter dem Summenzeichen der Buchstabe i der Ueihe nach die Zahlcnwcrthe 1, 2, 3...i erhält,, 
weil II — m = 2 1 angenommen ist 

Das nicht homogene Glied der ungeraden Stufe lAsst sich leicht auf Glieder der geraden Stufe 
zurückführen. Dies geschieht mit Hilfe der Gleichung 4. Vertauscht man darin m gegen — m, so geht 
sie Uber in: 



— ^((7)"“'“'"')= (y)" (y)’~‘fco*{«+ 1)»- 



n + n* 



(y)’' 



Da man hierdurch irgend ein nicht homogenes Glied 'cos mv auf zwei andere zurückführen kann, 

deren Stufe um die Einheit kleiner ist, so hat man das verlangte Ziel erreicht. 

Indem man wieder »» v gegen m e -f vertauscht, erhält man die entsprechende Gleichung: 
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® VUj) ( 7 ) s,„Mt + (_) ,s.nC>n + l)« ^(.y) ““"•»• 

Es mag hipr noch die Bemerkung am Platz sein, dass in der Entwicklung der Stiirungsfimktion 
ausser den homogenen Stöningsgliedcm nur nicht homogene der geraden Stufe Vorkommen. Dem 
gemilss können auch die Stürungsgleichungen so eingerichtet werden, dass au-sscr den soeben ci'wälmtcn 
keine andern Störungsglicder in denselben eine Stelle finden. 

Die Resultate, welche in diesem und in dem vorhergehenden Paragraphen entwickelt worden sind, 
habe icli schon im Jahre 1SC9, in Nro. 17S4 der Astronomischen Nachrichten vcrofTcntlicht. 



§ 22. Weiteres lllter die Integrale der im Vorstehenden integrirten Störungsglieder. 

Jene Funktion s(k), mit ilercn Hilfe das homogene Störuugsglied integrirt worden Ist, besteht 
aus zwei verschiedenen veränderlichen Bestandtheilen. F.s ist: 

,, l/'rV- ‘ f ^ Vt"’ ■ 

»(»j = — I . — I sui n r — ' — , I — I sin c ces n c. 

Ueber deren Beschaffenheit mag hier liemcrkt werden, dass der erstere die Form eines homogenen 
Gliedes hat, der anilere als die Differenz eines homogenen Gliedes und eines nicht homogenen der 
zweiten Stufe angesehen werden kann. Denn es besteht die identische Gleichung: 

„/'r'V'H-i. PeV+’ c . feV+' c 

2 ^— J «in r cos n c = sin (n + 1 ) 0 — J sinfn— I)r. 

Dies gibt einen Anhaltspunkt bei der Erörteiting der Frage, in wie weit etwa die einzelnen Be- 
standtlieile der aufeinander folgenden Funktionen sf«) gleichartige Funktionen datstellen. .\usgehcnd 
von der Gleichung: 

1 = — ccoso J , oder I — ^ ^ — 2*^ <cosc+ cos2o 

multiplicirc ich dieselbe mit ' *cos « e. Mittels der neuen Gleichung führt man ein nicht homogenes 

Glied der zweiten Stufe auf ein homogenes zurück. Man erhfilt nelienbci noch andere, mit c multiplicirto 
Glieder, welche aber nicht blos homogene und nicht homogene der zweiten Stufe sind, da sich unter 
denselben auch ein nicht homogenes der vierten Stufe befindet. Hiernach ist es unmöglich, ein 
nicht homogenes Glied der zweiten Stufe durch eine begrenzte Anzahl homogener Glimler zu ersetzen, 
und man gelangt zu dem Schlüsse, das.s die n verschiedenen Funktionen s(«), welche das vollständige 
Integral des homogenen Stöningsgliedes zusammenselzen, als 2 n unter sich verschiedene veränderliche 
Bestandtheile zu lietrachten sind. 

Das Gleiche kann auch über die » aufeinanderfolgenden Funktionen s(n,m) ausgesagt werden, 
aus welchen das vollständige Integral des nicht homogenen Gliedes gerader Stufe ^-^ycosmc zusammen- 
gesetzt ist. Auch diese Funktionen enthalten im Ganzen 2n unter sich wesentlich verschiedene Bestandtheile. 

9 
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■Wenn man die vorhin vorgcschlagcnc Verwendung der Gleichung: 



/'rV c(r\’+t » 

^^1— -jj J Cös I» e= J cosinr— 2^— J « cos t cos mc + ^ cosiocosnjo 



mehrmals nacheinander machen will, so kann man ein nicht homogenes Glied gerader Stufe auf homogene 
Glieder zurückführen, und auf andere nicht homogene Glieder gerader Stufe, deren Coefficienten übrigens 
mit einer gewissen Potenz von « niultiplicirt sind. In so fern cs sich nur um einen genäherten Werth 
des Integrals handelt, dürfte man die letztgenannten Glieder vernachllssigen. Nur in diesem Sinne 

ist die Möglichkeit gegeben, die 2n veränderlichen Bestandlheilc im Integrale des Gliedes cosmr 
durch eine begrenzte Anzahl homogener Glieder zu ersetzen, welche kleiner ist als 2«. 

Es besteht die identische Gleichung; 



f r\> ( r V»— J / r V 

J co6mc = ^“J cosiHr — J ecosocosmv, 

mit deren Hilfe man ein nicht homogenes Glied gerader Stufe in drei andere Glieder uniwandeln kann, 
welche sich als nicht homogene ungerader Stufe darstellcn. Daraus erklärt cs sich, dass bei der Integration 
eines Stßrungsglicdcs unter Umständen auch eine andere Anordnung getroffen werden kann, derzufolge 
die einzelnen Besttindtheile des Integrals sich als nicht homogene Glieder ungerader Stufe zeigen, während 
man oben nur zu homogenen und nicht homogenen gerader Stufe gelangt ist. 

Ich betrachte, um hierzu ein Beispiel vor Augen zu haben, das Störungsglicd 'cosne, dessen 

Integral in einer ähnlichen Reihe ausgedruckt werden kann, wie sie oben für das Integral des homogenen 
Gliedes aufgestellt worden Ist. Man braucht zu diesem Zwecke nur in der Gleichung 1. n -f" 1 = >'* f-u 
setzen. Auch diesmal verschwindet das dritte Glied dieser Gleichung, und da-s obige Störung-sglied wird 
durch die theilweise Integration auf ein anderas gleichartiges Glied zurückgefflhrt Macht man die An- 
nahme m — ii-i-l, und alsdann noch die Vertauschung ii -f- 1 gegen ii, so geht die Gleichung 1. über 
in die neue: 

siunr — (.— ) «siarcosnc^ = (l — e*) cos « g + ^ ^ ecos(»— I)r, 

durch welche das obengenannte Glied auf das gleichartige *cos(«—l)r zurückgefflhrt werden kann. 

Nachdem mau diese Reduction »i — 1 mal nach einander ausgeführt hat, gelangt man schliesslich 
nicht, wie bei der Integration des homogenen Gliedes, zu einer beständigen Grösse, sondeim man hat 
schliesslich noch das veränderliche Glied cos v nach t zu integriren. Das Integral desselben könnte 
durch die obige Gleichung 5. bestimmt werden, wo dann n = 1 zu setzen ist. ,\uch die Übrigen Glieder 
der auf diesem Wege erzielten Reihe sind nicht gleichartig mit denjenigen, welche das Inti^Tal des 
homogenen Slörungsglicdes zusamiuensetzen. Man hat cs hier mit nicht homogenen Gliedern der ungcratlcn 
Stufe zu tliun, während dort nur homogene und nicht homogene der zweiten Stufe Vorkommen. Um 
nicht die Gleichförmigkeit der Integrale zu stören, da dieselben im Obigen ausnahmslos durch Glieder 
gerader Stufe ausgedrUckt woivlen sind, dürfte man ührigens von dem vorliegenden Integrale des Stilrungs- 

glicdcs ' cos II 0 keinen Gebrauch machen. Es Ist schon oben der Vorschlag gemacht worden, 

dasselbe sofort auf ein homogenes Glied vermittelst der Rcductionsglcichung 5. zurückzufübren. 
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§ 23. Eine andere Verwendung der Reductionsgleichungcn. 



Ich habe den Fall betrachtet, wo die Stufe des Störungsgliedes um eine Einheit erhöht werden 
müsste, um diissellie -m einem homogenen Gliede zu machen. Man kann die Stufe des Storungsgliedes 
auch um mehr als eine Einheit erhöhen. Um dies zu bewerkstelligen, bedarf cs keiner neuen Rcduc- 
tionsgleichung. Auch dazu dient die Glciclmng 1.: 



, frV , a«+l /■ r »fl— «I H — mf r\«- 

= (!-.>)(-] cos»,r+ ecosf-" - D r- - (yj 



Man betrachte das letzte Glied (y)' ^cos m r dieser Gleichung als das zu reducirende. Dasselbe wird 
hierdurch aut zwei andere Glieder zunickgefübrt, welche beide eine um zwei Einheiten höhere Stufe haben. 
Mittels der Gleichung (i. kann man alsdann von den beiden neuen Gliedern das eine beseitigen, indem 
man ein anderes Glied an die Stelle setzt, dessen Stufe um vier Einheiten hoher ist als die des ur- 
sprünglichen Gliedes. In der Gleichung (i. vertauscht man desshalb ti und tu beziehungsweise gegen 
n -f- 1 und »» — 1. Dieselbe geht über in : 



.(«+ 1, -m + ly = (1 - r>) (^yj COSt«. - 1) » + - --(^yj f cos« r — ^ -y, (^y J C*s(«- I)o. 

Die Elimination des Gliedes ^-^^cos m r aus den Gleichungen 1. und 6. führt zu einer neuen Gleichung, 
durch welclie das Störungsglicd (^y^" 'cosmr auf zwei andere Glieder zurückgeführt wird, deren Stufe 



beziehungswci.se um zwei und um vier Einheiten höher ist als die des erstgenannten Gliedes. In das 
theilweise Integral sind auf diesem Wege zwei Funktionen von der Fomt *(k, w) ciugegangen. Indem 
man die Gleichungen 1. und (I. wiederholt in Anwendung bringt, werden jedesmal zwei weitere Funk- 
tionen s (n, »tl in das theilweise Integral cingerührt, und cs werden zugleich an die Stelle der beiden 
vorher erhaltenen Glieder zwei andere gesetzt, deren Stufe beziehungsweise um zwei Einheiten 
höher ist. » 



Die CoefHcicnten der aufeinanderfolgenden Funktionen s(n, tu) in dem theilweisen Integrale las.scn 
sich leicht bestimmen. Multiplicirt man die Gleichungen 1. und 6., nachdem man in tl. die obige Ver- 
tauschung m gegen m — 1 und n gegen n -j- 1 angebracht hat, beziehungsweise mit J, und li, , so entsteht 
durch die Addition: 



-f B,» (b + 1, — im f I)' =B,(I — C*j ^y^"*'cus(l» — 1) 0 + ^A, (1 — c') + * 

, f , 2«-fl „»-fl + wM-f mV y r V'* . » f 1 — IN M — m /" r 

-b|.4« r-i T.ll — I cos(m-l)i> —A, — ; I — I cos« 

V 'i + l '» + 2n-fl.M.p,/ ' •' '»-fl n \ p J 



Setzt man A,= \, so ist, weil der Coefficient von^-^y Vos(m — 1) c verschwinden soll, 



n ■ 1 M-f 2 

II -I- m « + 1 w 
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Vcrtausclit man in der vorstcliemlcn Gleichung « gegen « 2, feiner A, und JJ, beziehungsweise 

g^en Al und so geht sie über in; 



(n + S, m)' + Bj»(«+S,— m + ly = ^*C05(ni — 1)»+ ^v4,(l — «’) + Bi e ^ (^} ^ cos me 



( 



+ ( i4j e 



2 m + »»« 
n + 3 



' (1+4 i* + *yv.j'/ « + * "+i«vi'/ 



Man addirc diese beiden Gleichungen, um alsdann die Coefficicntcn von ^-^^003 mv und (*" — ^ 

verschwinden zu lassen. Es ergeben sich dabei die Werthe: 



A(l-e*)( « +2) + B.f(aii + B) n + 8 
« + 2 — »I II «f 3 — m 

7J, (1 - r»> (« -t- 3) + ^> e ra H + 5) n -f- 4 

ti + id+m n-fS + w 



Indem man ii -j- 2 mit « -j - 2 i vertauscht, erhält man die allgemeinen Coefficicntcn : 



10 . 



^»+1 = 



Ak (1 - t») (» + 2 1) + B, ,(2n- 1 4 4t) 
a + 2 i — m 



B 4 1 + 2t 
B 4 1 + 2t — I» 



B . 7*tq- «*)(" + +'<*+ic(»« + l + 4t) 

*+* (l+2b’+m 



n + 2 + 2t 
4 1 +2t + m ■ 



Wiewohl nun im Allgemeinen Nichts im Wege steht, die Stufe des SUirungsglicdes zu erhöhen, 
so ist cs doch nicht möglich , ein Störungsglicd von der Form j" \os ni v, in welchem n < ni 1 ist, 

dessen Stufe also um mehr als eine Einheit erhöht werden müsste, damit ein homogenes Glied vorliegt, 
auf ein solches zurUckzuftthren, was für alle diejenigen nicht homogenen Störungsglicdcr, in welchen 
n>m angenommen ist, geschehen konnte. Denn die Gleichung 1. versagt ihren Dienst, wenn der Ex- 
ponent um zwei oder um drei Einheiten erhöht werden müsste, damit ein homogenes Glied vorlit^. Legt 
man dem letzten Glicde der Gleichung 1. die.se Eigenschaft bei, was für die Falle « = wHnd)i = »i — 1 
zutrifft, so füllt dasselbe aus der Gleichung weg, weil sein Coefficient verschwindet. Daraus folgt, dass 
die erwähnte Iteduction unmöglich ist. 

Es steht nun allerdings noch eine andere Gleichung zur Verfügung, wenn cs sich darum liandelt, 
die Stufe des Stürungsgliedcs zu erhüben. Dies ist die obige Gleichung 4.; 



^ s!a »H = ((« — b) *cos i« c 4 b ' ^cos tn e + e cos ((» — 1) o j . 

Indem man hier u = m — I setzt, ist man in den Stand gesetzt, das Glied J cos hi» auf zwei an- 
dere zurückzuführen, deren Stufe beziehungsweise um eine und um zwei Einheiten höher ist. Für den 
Fall n = »I aber ist auch diese Gleichung unbrauchbar, und cs bleibt die Frage offen, wie anders man 

das Glied (“ j" cos n v zu integriren habe. 

Wiewohl die Reduction des Störnngsglicdcs *cos*ir auf homogene Glieder unmöglich ist, 

so kann daraus doch nicht geschlossen werden, dass die Integration überhaupt nicht in einer endlichen 
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Form ansgcführt werden könne. Alsebraische Funktionen sind dazu allerdings nicht ausreichend; aber 
man kommt vcniiittebst logarithmischer Funktionen oder Kreisfunktionen zum Ziele. Sehr leicht integrirt 
sich das vorliegende Störungsglied für den Fall w = l. .Man findet: 









WO < die cxccntrischc Anomalie ist. Eben so leiclit findet man das Integral; 

Diese beiden Integrale haben indessen den Faktor — i welchem man hier zum Erstenmale begegnet, da 
sonst überall nur positive Potenzen von r. in den Coefficienten Vorkommen. 

Das obige allgemeinere Stfirungsglicd, worin die Zahl « > 0 gedacht wird, lässt sich durch Heran- 
zichen algebraischer Glieder auf den Fall n = l zurflekfuhren. Von der Derivirten: 



') (» - D c + « (y)' *»ia (" - 1) r »in » 



ausgehend stellt man ohne Weiteres die folgende Gleichung auf: 

dn 4 ( (y)" ’"” 4 (y)’"*'®“ C» - D r - ( j)-'™ » « + (» - 2 ) r . 



Hiernach kann das Stürungsglied *cos«n auf ein anderes derselben Art und auf ein homogenes 

Glied zurückgeführt werden. In dem ursprünglichen Gliede ist « > 1 gedacht, in dem neuen gleichar- 
tigen Gliede aber ist eine um die Einheit kleinere Zahl an die Stelle getreten. Es darf dabei aber 

nicht übersehen werden, dass das neue Glied wieder den Faktor -j- hat. 

Unter den Störungsgliedorn der ersten Ordnung finden sich in allen Störungsgleichungen immer 
nur die in den vorausgehenden Paragraphen integrirten. Formen. Wenn man aber in der Integration der 
Störungsglcichungen zu den Gliedern der zweiten und höbeien Ordnung fortgeschritten ist, so kommt 
auch das soeben intep-irte Glied in Hetracbt, dessen Exponent um zwei und mehr Einheiten grösser 
gemacht werden müsste, damit ein homogenes Glied vorliegt. 

In den soeben aufgcstelltcn Integralen der Störnngsglieder: 

(y}”~*'°* (y3" 



kommen der Reihe nach die Coefficienten j, vor. Die einzelnen Bestandtheile dieser Integrale 

stellen dessbalb grosse Zahlenwerthe dar, so lange vorausgesetzt werden muss, dass die Excentricität e 
ein kleiner Bruchwerth sei. Es kann daraus aber nicht geschlossen werden, dass das vollständige Integral 
des Störung.sgliedes gleiclifalls einen grossen Zahlenwerth darstelle. Man findet vielmehr, dass dies 
nicht der Fall ist, da nämlich die mit negativen Potenzen von e multiplicirten Glieder, welche in jener 
endlichen Form des Integrals unvermeidlich sind, ohne Ausnahme Wegfällen, sobald man alle Bestandtheile 
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des Integrals nach Potenzen von e entwickelt. Aus diesem Grunde ist die endliche Form des Integrals 
der beiden obigen Störungsglieder für den Fall, dass e ein kleiner Bruchwerth sei, nicht gut verwendbar, 
und es hat die unendliche Reihe, welche nur positive Potenzen von e enthält, den Vorzug. Man kann 
dieselbe auf folgende Weise herlciten. Man schreibe zunächst die Derivirten: 



-^((y)'»'nnr^ =(y)'”’cos«t - (y)" ' ^cos (n + 1) » - cos (n - 1) r j 

i ( ("+')•■- T (fy + 2) r - «s » r) 

;p^((-j)'*'»inC« + 2)r^=(y)" co8 (n + 2)o- (y)"'*'' ^cos(ri + 9) o - cos (n + 1) o j „ 

u. s. w. Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit 1, ^ . um alsdann deren Summe zu 

nehmen, so gelangt man zu der folgenden Entwicklung; 

1 ’ • (f)””*“’ " ' = ( V ( 7 ) + STT T (fy^' «“ (" + ' + ;rb (t)’ ( 7 )’^'«" C» + 2) c + . . . J 



Das Stürungsglied ‘cosnr, worin n als positive ganze Zahl angenommen ist, lässt sich hieiuacb 

auf eine unendliche Reihe homogener Glieder znriiekführen, welche bei hinreichend kleinem e schnell 
convergirt. Die Integration dieses Störungsgliedes führt schliesslich zu einer unendlichen Reihe, deren- 
Glieder durch die Funktion s (n) ausgedruckt sind. 

Ich habe nun gezeigt, wie man das Integral des Stömngsgliedes ’ uns m v auch für den Fall 

II <iii-r I durch verscliiedcne Funktionen s(«, m) ausdrfleken kann. Es sind die negativen Potenzen der 
Ezcentricitat e dabei vermieden ; aber inan ist genöthigt, zu einer unendlichen Reihe Zuducht zu nehmen, 
während für den Fall ^ m -)- 1 Integral jedesmal in einem geschlossenen Ausdrucke vorliegt. Da 1 « 

als positive Zahl gedacht wird, so ist der Fall, dass die Zahl« < 1 sei, in dem zuletzt besprochenen Falle 
n < »I I 1 einbegriffen. Dem ungeachtet sind die hier mitgctheiltcn Resultate nur so lange gütig, als 
nicht M < 1 ist. Es zeigt sich, dass die mit Hilfe der Gleichungen 1. und 6. ausgeführtc Reduction des 

Störungsgliedes *cos«if, wenn n<; 1 angenommen wird, nicht mehr zu jenem Gliede *cosnr 
führt, dessen Anwe.senheit die unendliche Reihe nothwendig gemacht hat. Man findet vielmehr, dass in 
diesem Falle das Integral wieder durch eine begrenzte Anzahl Glieder ansgedrückt werden kann. Dies 
hat seinen Grund darin, dass die vorhin unter 10. aufgestellten Coefticienten von einer gewissen Stelle 
an verschwinden, wenn n < 1 angenommen wird. Für n = 0 insbesondere gestaltet sich die Reduction 
sehr einfach. Die Gleichung 1. geht dann über in: 

(sin m rV = w ^ *cos «i c • 

Wiewohl im Allgemeinen die hier besprochene Reduction des Stürungsglicdc.s * cos me an die- 
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Stelle von *i eine um zwei Kinhciten grössere Zahl setzt, erhält die Grösse » bei wiederholter Anwen- 
dung der Rcduction schliesslich doch nur den Werth Null. Man gelangt aber niemals zu einem 
Werthc « > 0. 

Es gibt bekanntlich noch ein anderes Verfahren, durch welches das Integral des Störungsgliedes 
*cosmr in einer begrenzten Anzahl Glieder seinen Ausdruck findet, wenn h < 1 angenommen 

ist Indem man noch setzt, erhält man: 

J co8mrdl= ^ "cosiardr- 

Da nach der Voraussetzung « < 1 , oder — « >. — 1 ist, so sieht man, dass die binomische Entwicklung 

(l-|-ccosf) "zu einer begrenzten Reihe führt Das auf diesem Wege erzielte Integral ist gleichfalls 
eine begrenzte Reihe. Dasselbe zeigt sich aber als Funktion von r allein, während sich vorhin das 
Integral als gemischte Funktion von und r dargestellt liat. 

Kei der Integration der Slörungsglieder: 

und ^-^yainme 

bin ich in dem lüsberigcn von der Voraussetzung ausgegangen, dass die Excentricltät ein kleiner Broch- 
werth sei. Es kt in dem reducirten Gliedc überall der Nenner e vermieden worden, weil dasselbe in 
Verbindung mit einem solchen Nenner einen grösseren Zahlenwcrth darstcllen würde als das zu redu- 
cirendc Glied. Die nun aufgesteilten Integrale sind demzufolge zwar unter der Voraussetzung, dass c 
ein kleiner Bruchwerjh sei, nicht aber für die sonst noch in der Störungslheorie vorkommenden Werthc 
« brauchbar. Wenn e nahe bei der Einheit liegt, wenn also der in den obigen Integralen vorkommende 
Nenner 1 — c’ einen kleinen Bruchwerth au^rückt, so leiden dieselben auch wieder an dem Gebrechen, 
da.ss die fortschreitenden Glieder immer grösser werden. Dieser Vmstand zeigt die Nothwendigkeit, das.s 
hier die im Bkherigcn gegebene F’orm des Integrals avifgegebeu werde. Doch kann man sieh immer 
wieiler der bisherigen Reductionsgleichungen bedienen, um das Integral darzustelleii. 

Mittelst der Gleichung 2.: 

»(«)• = (1 - «>) (y)"c<« " » + (y]“ '« CO» (n - 1) V 

führt man das homogene Stöningsglied *cos(n — l)c auf ein anderes derselben Art zurück, dessen 

Grad um die Einheit höher ist Wenn genau e — 1=0 ist, was für manche Kometenbahnen ange- 
nommen werden darf, so gibt schon das erste Glied der auf diesem Wege erlwltenen Reihe das voll- 
ständige Integral. Setzt man c= 1, so behält man die Gleichung 2. in der einfachen Form: 

(f 

lliemiit ist das vollständige Integral des homogenen Gliedes für den Fall c = 1 gegeben. 
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Mittelst der allgemeineren Gleichung 1.: 



. (n, »)' = (!- c«) cos « e + /- (y )" ’c cos (m - 1) c - " ^ (y)" '«s m . 

kann man irgend ein nicht homogenes Glied (y) 'cos (hi — 1)» auf ein anderes derselben Stufe zu- 



rückführen, dessen Grad um die Kinheit höher ist, und auf ein zweites Glied, welches eine um zwei 
Kinlieiten niedrigere Stufe hat. Für deu Fall c* — 1 = o fällt von den neuen Gliedern das erstere 
weg, und man gelangt durch die i malige .Anwendung dieser Ileduction. da h = ni j - 2 « angenommen 
ist, schliesslich zu einem homogenen Gliede. Setzt mau e= 1, so schreibt sich die Gleichung 1.; 



1 + 1 

1 



a (h, mV 






cos(ni — l)r» 



« + 1 - 



*2n + 1 



(i)-' 



mit deren Hilfe die Stufe des nicht homogenen Stönmgsglicdcs um zwei Einheiten erniedrigt wer- 
den kann. 



§ 24. l’cber die Integration zweifacher Störungsglieder. 



Wir wenden uns jetzt zu den allgemeineren Storungsgliedern : 

(y)" ( ^) ''“* (« r - IN, ■•,), ^y j" (»I c - m. r.) . 

welche im Vorstehenden für den liesondereu Fall m, = o, », = o integrirt worden sind. Die Benennung 
eines zweifachen Störungsgliedes soll darin ihre Begründung hnlicn, dass es sich um eine Funktion der 
zwei Veränderlichen v und r, handelt. Man könnte sich, gm deren Integration zu bewerkstelligen, der 
Methode der variirten N'äherung bedienen. THMin wenn man in den obigen Stürungsglicdem den Win- 
kel f, als Beständige betrachtet, so ergeben sich durch die Integration keine andern Funktionen von e 
als die im Bisherigen für den liesonderen Fall m, = o, »i, = o hergeleiteten. .Man niUs.ste diese Inte- 
grale, die Veränderliche v, allein als Funktion der Zeit betrachtend differentiiren, und alsdann abermals 
integriren. Man würde so die erste CoiTection des im Bisherigen aufgefundeucu Integrals erlialten. Bei 

dieser Gelegenheit kommt die Gleichung = zur Verwendung. Unter der Voraus.setzung, dass 

die Bahn des einen KöiTicrs von der des andern vollständig cingeschlossen sei, ist in der obigen Form 
der Störungsglieder der Leitstrald der inneren mit r, und der Eeitstrahl der äussern Bahn mit r, 
liezcichnet worden. Da mm i das Verhältniss der mittleren Bewegung iii der äusseren Bahn zu der 
in der inneren Bahn ausdrückt, so ist 4<1, und cs versteht sich, dass das schon aufgefumlene Inte- 
gral des einfachen Störungsgliedes den Haupthcstandlheil des gesuchten vollständigen Integrals au.smacht. 

Auf die-sem Wege würde man übrigens zu einer iteihe von oftmals uiclit sehr bctrUchtlicher 
Convergenz gelangen. Denn wenn auch ä<l ist, so stellt dasselbe in vielen Fällen doch einen immerhin 

noch amsehulichen Bruchwerth dar; in der Theorie des Mondes Ist beiläufig ä = Für den Fall, dass 
der Coefficient m, etliche Einhcitcu enthält, würde die Convergenz auch in der Theorie des Mondes 
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noch sehr schwach ausfaDen. Ich werde dessbalb zum Bebufc der Integration einen anderen Weg ein- 
schlagen. welcher zu weit stärker convergenten Reihen führt 

Die einfachen Stiirungsglicder : 



ii)' 






sind iin Vorstehenden vermittelst der beiden Funktionen: 

/ ■. f ( r V-ci . 

5(11, m = — 1 1 ■) TT I — l«in»ic 7-rl — ’l 

c ( », m1 = — I l + . - 1 1 — I cos M c + ” - j- I — I sin c sin in r 

nt. H-rl J\p J n+lVP/ 



sin r cos m c 



integrirt wonlen. Deren vollständiges Integral enthält n derartige Funktionen. Die Integrale der obigen 
zweifachen Störungsglicder sind zusammengesetzter. Allein unter den neu binzukominenden Gliedern 
findet sich eine grosse Anzahl solcher, welche gleichartig sind mit den schon vorhandenen. Ich beab- 
sichtige, zunächst nur diese Glieder hinzuzufiigen, und alsdann erst die Übrigen Glieder des Integrals 
aufzustelleu. welche mit den schon bekannten nicht gleichartig siniL Ich nehme desshalb an, dass die' 
Bahn des einen Körpers, von welcher die Bahn des nndeni Köriiers eingeschlosseu gedacht wird, die 
Kreisfonu habe, da.ss also c, = 0 sei. Die Vollständigkeit der obigen allgemeineren Stöningsgliedcr 
erleidet durch diese .Annahme allerdings abermals eine Einbussc; allein die schon iiitegrirte Form ist 
dann doch nur ein besonderer Fall der jetzt vorliegenden. Da Jetzt wegen der Kreisform der äus- 
seren Bahn v, = Xt angenommen ist, so hat man die lieiden einfacheren Störungsglicder: 



co*(mc — «tj , ('^3 rin(iwc — «O , 

wo abklirzend »i,il = n gesetzt ist. 

Xachdem man dieselben integrirt hat, gelangt man leicht auch zu dem Integral der allgemeinen 
Störungsglieder : 

if)" ( r:)"’™ '■ “ • (7]' ( • 

Da hier die äussere Bahn nicht mehr die Kreisform haben soll, so handelt cs sich um die Correction 
der gefundenen Integrale wegen der elliptischen Form dieser Bahn. Durch die Annahme e, — 0 haben 
die Störungsglicder selbst eine .Aenderung erlitten. Man kann indessen die dem Falle e, = 0 entspre- 
chenden Integrale auch aus den ungeänderten Störungsgliederu herleiten, indem man bei der Integration 

von einer anderen .Annahme ausgeht Man betrachte in dem Werthe des Verhältnisses JJ' den Winkel r, 

als Beständige. Gleichzeitig sclireibe man in dem andern Factor des Störungsgliedes » 1 , v, = at-\-(m,r, — o<)) 
wo a = iM,ä ist. um bei der Integration den Ausdruck » 1 , 0 , — at gleichfalls als Beständige zu betrachten. 

Man differentiire das dieser Annahme entsprechende Integral, die beiden Grössen und m,r, — o fallein 
als Funktion der Zeit betrachtend. Alsdann integrirc man die entstandene Derivirtc, und man bat 
die erste Correction des Integrals. Die Derivirte = i Whrt zu den beiden Gleichungen : 

10 
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’J = — «. 1«, (~) ^'siar,, (m, r, — a ()' = m, If, + l^fo« r, ; 

und man sicht nun, dass man wegen der geringen Grösse des Faktors ic, zu einer viel stärker con- 
vergenten Reibe gelangt als oben. In der Theorie des Monde.s ist beiläufig ä e, = jg-Töö ~ tä’ 
wenn nicht die ganzzahligen Faktoren ni, uml n, wären, von denen der eine oder der andere zu der 
Derivirten der Correction binzutritt, so wänle eine einzige Variation hinreichen, um dem Integrale 
die Genauigkeit von 0,1 liogensekundc zu geben. 

Man kann sich nun leicht überzeugen, dass cs zweckmiLssig ist, nach der obigen Vorschrift die 
Correction wegen der elliiiti-schen Form der äusseren Bahn von den schon bekannten Bc.standtheilen 
des Integrals zu trennen. Denn aus der Anwesenheit der Faktoren cos r, und sin r, in den obigen 
Derivirten folgt, da.ss diese Correction kein einziges Glied enthält, welches gleichartig L<t mit irgend 
einem Gliede der schon bekannten Best.andtheile. Während jedes der .schon augcfumlenen Glieder den Factor 
cos(m — ir) oder den Factor sin(i( — iv) hat. wo abkürzend m r — »n, r, =« gesetzt ist, findet sich in den der 
Correction entsprechenden Gliedern jedesmal der Faktor cos (n — i r + «•,) oder der Factor sin (« — » e ± r,). 

Auf einen .Ausnahmsfall inu-ss noch hingewiesen werden, in welchem die Correction des Integrals 
wegen der elliptcschcn Form der äusseren Bahn beträchtlich mehr ausmacht als olwn vorgesehen ist. 
Wenn nämlich die Störungsgliedcr: 

welche dem besonderen Falle w = 0 entsprechen, nach der gegebenen Vorschrift integrirt werden, so 
ist der Ilauptbestandthcil des Integrals eine Funktion von r, allein. Die Correction dieses Bestand- 
theils erhält nicht mehr den Faktor ä, und ist dcsshalb Iteträchtlich grösser als in jedem andern Falle. 

Die Vcranla-ssung zu jener .Annahme, wonach die Integrale der Störungsgliefler gemi.schtc I'unk- 
tionen von r und r, sein sollen, wie sie im § 19 gegeben ist, habe ich schon im S 27 I’bl, 111 bc-sprochen. 
Auch ist im § 3.5 Tbl. III die Meinung ausgesprochen, dass es zweckmässig sein möchte, neben i- und r, 
zugleich die Leitstrahlen r und c, in die Integrale einzuführen. Die dort gegebenen Methoden, welche 
zu einer solchen Darstellung fuhren sollen, sind indessen noch zu unvollkommen, um mehr zu leisten als 
etwa den Nachweis für die Möglichkeit des Beabsichtigten. Insbe.sonderc ist dort die Fänführung de.s 
I,citstrahls norJi dadurch erschwert, dass der länftuss der als veränderlich gedachten Kxcentricität in 
die Untersuchung hineingezogen ist 



§ 25. Integration des homogenen zweifachen Störungsgliedes. 

Es handelt sich jetzt um die Integration der beiden Störungsgliedcr 

CO« (w V — a t) , «in (m t — tt t) , 

in welche die oben genannten allgemeinen Störungsgliedcr übergehen, wenn e, = 0 angenommen wird; und 
cs sollen zunächst wieder die homogenen Gheder betrachtet werden, welche dem Falle m = n entspreeben. Zum 
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Behufe der Integration vertauscht man in der Gleichung 2. des § 20 den Winkel m v gegen u — at. 
Auf der rechten Seite kommen dann zu den schon vorhandenen noch einige andere, mit a multiplicirtc 
Glieder hinzu. Ks entsteht die Gleichung: 

— —r ( — I MnccoBulÄ — — — ( — ) s:nvBint< 

, 9 , 2n+l/f . V 

+ ) (y) + r 






Man sicht, dass dieselbe wegen des neu liinzugekommcnen Gliedes, welches nicht gleicliartig ist mit den 
übrigen, eine nicht eben so einfache Verwendung hat wie die Gleichung 2., deren Verallgemeinerung 
sic ist Man kaiin aber das neu hinzugekommene Glied mit Hilfe von weiteren Derivirten auf andere 
Glieder zuruckfülircn. welche, wenn auch nicht gleicliartig mit den in die zweite Zeile aufgenommenen, 
doch hinreicliend kleine Coeflicienten haben, so dass sie fürs Erste veniacbliissigt werden dürfen. 

Ich schreibe die Derivirte: 

worin, für den Fall m = n nur das erste Glied homogen, und mit einem Glicde der Gleichung 2. gleich- 
artig ist Das dritte Glied zeigt sich gleichartig mit dem dort neu hiuzugekommenen. Das zweite Glied 
aber kann leicht duixh andere Glieder ersetzt werden, welche den Faktor « e cos o cos u haben. Wegen 
IM = » findet man : 



( (y)'^ *•'" “) = ("- “) (y)'"‘ “ + “ (y)"^*( f -i- 1)< » co> « + (n + g) (,^)’ 



e tio 0 sm u • 



Fenier schreibe ich die Derivirte: 

( (y “) = ( )" ( " “ ) «>« M + « (y «n r «in 11 , 

welche sich, nachdem man wieder m = « gesetzt hat, .so umwandcln lässt , dass ausser den homogenen 
Gliedern der Gleichung 2. nur ciu weiteres gleichfalLs mit e cos v cos « muUiplicirtcs Glied vorkomint 
Dieselbe geht über iu; 



'« ( (y)""“ “) = (^ - y) ( 7) " ““ “ + (y)"' »'«>«+ (y (« - r) • 

Multiiilicirt man diese Gleichung mit dem unbestimmten Coefficienten /la , und addirt sie zu der 
obigen Gleichung, so cutstcht: 

( (y “ + ^ (y)""'“ “}=('- y) ^ “Hf)' “* » + '■ “ (y ‘ “» f“ - ®) 

+ a (y) ^ I^<^co8CCosu 4- (« + 2) (“) «sin«. 

Ich mache nun, um das Vorliegende vortheilhafter zu schreiben, von der identischen Gleichung Gebrauch: 

o SS cos (« — r) — cos « cos « — »in t »in w. 

10 * 
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Nachdem dieselbe mit tac ' multiplicirt worden ist, addire ich sie zu dem Vorliegenden. Indem 

ich gleichzeitig h = l und k = 3 setze, erhält der Coeflicient von cos r ros « den Faktor oe’. Es 
entsteht; 

sinu + -^ = co»u + «(-^) »««(«—») 

+ 3o f— I "*'*ecosC« “ v) + « (— ) e*co**r C 08 u +f« + 2 — 3 <*) (-— ) ^ « sin r sin tt • 

' P ' ^ P ^ 'P 

Zu diesen beiden füge ich noch eine dritte Derivirte hinzu. Man findet: 

( ~ ’X'v) “ v) + (" + !) (-^1 « 8inrsin(N-r). 

Mit Rücksicht aüf die identi.sclie Gleichung; 

e sin r sin (n — r) =? — l^ros — r) — e cos u 

hisst sich die vorstehende Gleichung, nachdem man wieder m — n gesetzt hat, auch schreiben: 

( ( p y*' C“ ~ ®)) = ( (* " ( ^)’- C" + 1) f - “) '0* (» - r) - (» + 1) ( '-)" « cos a . 

Ich mnltiplicirc ilies mit dem unbe.stimmten Coefficienten 2 /Je, um es zu der obigen Gleichung zu addiren. 
Es entsteht: 

( (7)’^*“” “ + T (y)'“" " + * ? Cy)"^* ' ~ ">) 

= ^(l “)(» + tt) — 2(n + I)^ e* j (-—) cos tt + (4 » |S + «) (^) «cosIm — o) 

+ (-^) 2(« *f OP ^- + (3 — 2p) a^e cos («—!>) + ä ^ cm^ucosm 

( f - »-f 1 

— ) esinviiOM. 

. 

Die zweite Zeile enthält die homogenen Glieder der Reductionsgleichung 2. Damit alle Glieder 
der dritten Zeile den Faktor ac’ erhalteq, schreibe ich das erste Glied dieser Zeile in der folgen- 
den Form: 

- (3 - 2 « « (y)"~'e cos (« - r) + (-^)’*'((S - 2 ^) « ( 2 (n + 1) ? -'- + (3 - 2 g) «) c cos (« - c) . 

Der erste Thcil ist ein homogenes Glied, der andere Theil enthält den Faktor tec’ wenn man, um ß zu 
I)estimmen, 

C» + i)ß = (3-2?)a, oder P = 

setzt. Die obige Gleichung geht nun Uber in: 
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12. { +-^ (y)"*'“ ? (y)’^' ' (“ - *■)) 

= ^(l - .|-)C" + «) - 2(» + l)P«‘)(y)"costi+ ((Sm - 1)^ + «) (y)' ‘«cos(u- ii) 

+ (« + 1)P (.^) «*cos* c co5(k — r) + a (.^) "* c^c«8*cco6 w 4 (« + Ä — 3«) (y) ‘ *esin fl Bio «» 

worin in der Timt alle nicht homogenen Glieder, da» mit e sin r sin i< mu]ti|)Iicirtc au.»gcnommen , den 
Faktor oc* tmlwn. 

Diese Gleichung soll mm dazu dienen, das zuletzt erwähnte Glied aus der oben aus 2. herge- 
Iciteten Reductionsghnchung zu eliminiren. Mau setze abkürzend: 

« 

+ Z — Sk’ 

und multiidirire die Gleichung 12. mit— um sic alsdann zu jener andern Gleichung zu addiren. Man 

M t* 1 

findet die Reductionsgleichung: 



(t (> + ^“i) (y)'”“ syi (y)"^'*''’ ' rh ( ( ^ «i- “ + * ? (y)"''’« •» (» - '))' 



+ y(-^ ' 



-^ cos(« — r) + CO« tfCüB uj, 



mit deren Hilfe man das homogene zweifache Störungsglied iutegriren kann. 

Die Gleichung erfährt eine nicht unwesentliche Vereinfachung, wenn die neu hinzugekommene 
Derivirte ^(y)*^*sin in solcher Weise mngcwandelt wird, das» alle derivirten Glieder, mit Aus- 
nahme eines einzigen, den Faktor e erhalten. Man benutze zu diesem Zwecke die identische Gleichung: 

(y}’= 1 - * y r «-• r +(y)''’ ' • 

Die linke Seite der Gleichung wird mit Rücksicht auf den obigen Werth y übergefillirt in: 



(y ( * - syy) ^ (y “ " Wr ^y ™ “) 

- [2 (1 - ft (y)'^*‘ •'» (<<-')- (y)"^*‘* «»’ ") • 



Da nun die beiden einzigen nicht mit e multiplicii-ten Glieder der Reduotion.sgleichung den ge- 
meinsamen Faktor + haljen, so emiifiehlt es sich, die Gleichung durch diesen Factor 

zu theilcn. Die Coefficienten der übrigen Glieder erfahren dadurch bemerkoiiawcrthe Umwandlungen. 
Was zunächst die linke Seite der Gleichung betrifft, so findet man: 

r « y(i -ft L f . 

(» + 1 - k)(1 + 2jr) (>-(■ 1 — K)üid->- «}’ (» + 1 — k)(1 + iy) S «+»—«' 
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Der Torgcschlagcncn Division zufolge geht hiernach die linke Seite über in: 



/ 1 /■ r-\*» . e f r %»+> . 2 fo / r •»■+1 . , . , «e’cos^r / r . Y 

I — i — I *in« — — r-: (“) siorcosM — ^ (”) an(« — r) + — — — :f — 1 tmtik. 

\ n ^ p i — p 3« + 2 — a'-p-' ' *' a)^p * ) 

Die rechte Seite der Gleichung betreffend findet man: 

^ «+2-30 

Daraus folgt, dass der Coefficient von e* in dem ersten Gliede 



1 + 2 yj M + 2 - « - 2«(1 I _ n + 1 _ (n + 1)^ 

(-iTfi)»-'" 



ist. Dies gibt Veranlassung zu den weiteren Abkürzungen: 
t 






^ ff + 1 



(ff -f l)g 2a 

3 ««t Z — a , tu ' 



Anstatt der vorigen Gleichung hat man die einfachere: 

(i--;-i}0 + 2r) 

Den Cocfficienten des zweiten Gliedes auf der rechten Seite der Rcductionsgleichung betreffend 
schreibe mau zuniiclist: 

2» + 1 + (8» - i)rfi + y« = + y« + -2^^ (1 + 2rP). 

Man findet alsdann: 



w -f 8 «f 2 y g •+ S) (n -f 2 — 8 g) 2 ^ ( n + 8 -> 4 a) (n + 2 — c) + 2 g (w -f 1 — g) 

(>-;r^Jo+*r)~ (i-^Jt« + 2-«) ' 

Mit Rücksicht auf die obigen AhkUrzungen erhalt man: 

+«y« =(« + a-4«J8+(n + 14 2«).. 

Es folgt weiter, dass in dem Cocfficienten des zweiten Gliedes 



2« 4 14f S j»— I)yf4y tt _ 






FSi)<‘ 



+ 2y) 



(n 4 3 — 4a) ,^4 (n 4 1 4 2a) -^4(Sn — 1) — ^ ss(2n + l — 2a)i9 — (n — 1 — a)< 



zu setzen ist Die Rcductionsgleichung zeigt sich alsdann in der Form: 
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( l / r . 8e /* r ■v"+i . te s. ^ « V 

n'-p'' w + lvp-' ^ « -I* 1 II + 2-cv p vv» vsiuwj 

f , a . N c V , r2 Ji + I — 2tK )S '—(n — l — et) t f r V“* >• s 

= J lyj ™ “ + irr ^ (yj «««(“-') 

, döf*co«*r^ ^ s . « A 



Man führe nun abkürzcnd die Funktion x («. a) ein, welche durch die folgende Gleidiung be- 
stimmt ist: 



- . l/r\". dt/-r "+i . f f r -\"+* . - , , . ^ «r* r r 

<fn.aj=: — ( — Jsmu — rl — ^ sinrcosu I — I »in i « — r) -H ' , . — f — | 

K '• p ■> n-t-l'-jiJ ii-hl'-j)-' • ' n + ln+2 — a'-j,,» 



cos sin u. 



Die Reductionsgleichung erhält die einfachere Form: 
13. s (», «)• - fi = (l - - s) «' ) (-^)'co. M + 



(2 w -f 1 — 2 0! » ^ — (m — I — « ) j 

II + 1 



(y) ecos(M-r), 



welche für a = 0, weil dann d = 1, t = 0, R = 0 ist, in 2. ubergehend, ebenso wie diese zur Integration 
des homogenen Störungsgliedes verwendet werden kann. Das Restglicd schreibt sich 



3ac*coa*r r *' p 

= -^»+T--(y) (.T 



c) + 



M -h*- 



B U ^ . 



Wenn in der Theorie des Mondes der Fehler der berechneten Störungen den Betrag von 0,1 
Bogensccunde nicht übersteigen soll, damit die genaue Vergleichung der berechneten Coordinatenwerthe 
mit den beobachteten ausfülirbar werde, so dürfte man in der vorliegenden Reductionsgleichung, da hier 

nahezu e — und i. = -jg ist, das Rcstglied R, welches den Factor o’c* hat, in der Regel ganz vci-nach- 
lilssigen. Jedenfalls aber dürfte dies geschehen, nachdem man noch diejenigen Glieder von li berücksichtigt 
bat, welche Funktion von r, allein sind, und deren Integrale in Folge dessen einen kleinen Nenner 
erhalten. 

Durch diese Reduction wird der F.xponcnt ii des homogenen Störungsgliedes um die Kinheit 
kleiner gemacht Bei der wiederholten Anwendung der Reductionsgleichung w'iirde man mit Rücksicht 
auf das abnehmende n die Grössen d und e, um Vcrwcclislungcn zu venneiden. durch d, und r« bezeich- 
nen. Die n malige Reduction führt schliesslich zur Integration eines mit cosaf multiplicirten, im 
üebrigen aber beständigen Gliedes. 



§ 26. Ueber das Integral des homogenen zweifachen Störungsgliedes. 

Das vollständige Integral des homogenen Siörungsgliedes ^-~j"cos u enthält n Funktionen von der 

Form s(n, o), in welchen der Buchstabe n die absteigenden Zahlen durchläuR. Die Funktion s(it, a) 
untersclieidet sich von der oben angewendeten Funktion x(u) dadurch, dass zu den beiden Bestandtheilen 

der letzteren noch die nicht homogenen Glieder der zweiten Stufe ^-^J"^*sin « und sin (m — e) 
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hinzukoniincD. Die veränderlichen Bestandtheile in den « Funktionen » (n, o) sind hiernach nicht alle 
von verechiedener Art. Man hat schon ül>en gesehen, dass sich jedes nicht homogene Glied der zweiten 
Stute durch zwei Ausdrücke ersetzen lässt, welche mit den veränderlichen 'Bestandtheilen der Funktion 
* («) Ubcrcinatiinineii. Es ist: 

(« — r) = ( ^ (« + v) — 2 r cos u 

u — * *siii (ii + 2 c) — 2 (-^) ^*Bin t cos (« + «). 

Es folgt daraus, dass die beiden neu liinziigefOgten Bestandtheile in irgend einem Gliedc s (n, a) gleich- 
artig sind mit gewissen Bestandtheilen vorausgehender Glieder s (ii, k). 

"Es hat sich oben bei der Aiifstellung der Reductionsgleichung 13. gezeigt, dass die Funktion 
s («, «) zweckmässig in andere Bestandtheile zerlegt wird, als man ursprünglich angenommen hatte, ln der 
30 geänderten Form der Funktion s («, a) erhalten die beiden zu der Funktion » (h) neu hinzugekommenen 
Be.standtheile beziehungsweise die Factoren e und c*. Ich möchte es bei dieser Gelegenheit nicht unterlassen, 
darauf hinzuweiseu, dass diese weiter liinzugefügten Bestandtheile zu einem Kcstglied }{ geführt haben, 
welches den Factor a’ hat, wiewohl die Bestandtheile selbst nur mit a multiplicirt sind. Darauf gründet 
sich ein Vorzug der obigen Funktion s («, a) anderen etwa vnrzuschlagendun ähnlichen Funktionen 
gegenüber. 

Unter gewi.ssen Bedingungen erhält das Integral des Stiirung.sglie<le3 einen Werth, Vrelcher be- 
trächtlich grösser ist, als der des Störungsgliedes selbst. Dies tritt immer dann ein, wenn durch die 
Integration ein kleiner Nenner entsteht. Aus der Gleichung 13. ersieht mau. dass die Factoren des Ausdrucks 

älä Nenner Vorkommen. Man hat also darauf zu achten, 
ob etwa einer von diesen Factoren einen kleinen Brucliwerth ausdrücke. Der Nenner 1 — ^ ist dabei 

Torzugswci.se zu Ireachten; weniger von Bedeutnng sind die beiden andern Nenner, weil dieselben 
nur in den mit e multiplicirten Gliedern des Integrals Vorkommen. Ausser dem obigen kommt auch 
der Ausdruck ii -|- 1 -g 2 « in Betracht , welcher in seiner Eigenschaft als Neuner gleichzeitig mit 
der Grösse e in die Funktion s (h, «) eingeführt worden ist. Wenn einer von diesen vier Nennern so 
klein ist, dass er gleich Null gesetzt werden dürfte, so würde dies darauf hinweisen, dass die in dem 
vorigen Paragraphen vorausgesetzU“ Form des Integrals unzulässig ist. In der Theorie des Mondes kommt 
indessen der Fall nicht vor, dass einer von diesen Nennern verschwindet. 

Im !) 24 ist gezeigt worden, wie man die Corrcction wegen der elliptischen Form der äussern 
Bahn anzubringen habe, bä gibt übrigens einen Bestandthcil des Integrals, welcher verlangt, das.s man 
von diesem Verfahren abweichc. Man hat gesehen, dass die durch die Gleicliung 13. vorgeschriehene 

Iteduction des homogenen Störungsgliedes ^-j^J"cos « schlieslich zu dem Gliede cos o t führt, ln gleicher 

Weise führt die Reduction des homogenen Störungsgliedes^-^ysin u zu dem Gliede sin at. Die Glieder 

cosat und sin at sind cs, auf welche das oben erwähnte Verfahren keine Anwendung linden soll. Wenn 
man von vornherein dem Einflu.sse der elliptischen Form der äusseren Bahn Rechnung trägt, so erhält 
man an der Stelle jener beiden Glieder zwei Funktionen von r, allein. Als solche wird mau dieselben, 
ohne irgend eine Vernachlässigung vorausgesclückt zu haben, vollständig integriren. 
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Zu diesem Verfahren ist nel)en dem Umstande, dass hier die vollständige Integration (Iherhaiipt 
keinerlei Schwierigkeit mehr bietet, noch ein anderer Anlass gegeben. Ua niiinlich die bezeichnelcn 
Glieder als Funktion von r, allein durch die Integration den -kleinen Nenner ä erhalten, so wird das 
nach der Vorschrift des § 24 gebildete Integral eine geringere Convergenz haben als dort vorgesehen 
ist. Man wird desshalb das Integral vortheilhafter in anderer Weise darstellcn. Ks handelt sich hier 
um die Integration der Glieder: 

cos w, r, * 

woriu M, eine ganze Zahl, und > 2 ist. Das vollständige Integral lässt sich durch eine begrenzte An- 
zahl Glieder darstellen. Im j? 23 sind zwei verschiedene Wege angegeben worden, welche dazu fuhren. 

Man weiss, dass die Convergenz der Keihcncntwicklungen vorzugweise durch diejenigen Glieder 
beeinträchtigt wird, welche durch die Integration einen kleinen Nenner erhalten, und deren Inte- 
grale in Folge dessen oftmals einen sehr viel grösseren Zahlenwcrth darstellen als die Störiiiigsglietler 
selbst. Schon vorhin hat man Veranla.ssung gehabt, auf derartige Störungsglicder hinzuweisen. Eben- 
dahin gehören auch die soeben besprochenen Stürungsglieder, in welchen m = 0 vorausgesetzt ist, weil 
dieselben durch die Integration den kleinen Nenner l erhalten. Ein besonderes Augenmerk aber muss 
man auf dicscllien richten, wenn darin der Coefficient m, einen kleinen Hrucliwerth darstellt, weil in 
diesem Falle der Nenner »i, i in Betracht kommt. Diiijenigen Glieder des Integrals, welche in der Theorie 
des Mondes der Convergenz der Reihen die im Vorstehenden bezeichnete Schwierigkeit bereiten, entsprin- 
gen immer nur aus den zuletzt erwuhuten Funktionen von r, allein. 



§ 27. Reduction niclit homogener Stürungsglieder auf homogene. 

Es ist im § 25 gezeigt worden, wie man die homogenen Störungsglieder: 

(m t* — « 0 (a* V “ “ 0 

zu integriren hat. Ich schreite nun zur Integration der nicht homogenen zweifachen Stöinngsglicdcr. 
Sehr leicht bewerkstelligt sich die Reduction solcher Glieder auf homogene, wenn der Ex|)oncnt « um 
die Einheit zu klein ist. Man hat schon oben die Derivirtc aufgezeichnet: 

( (y)"*'" “) = “ + " (y)*"'* “• 

Indem man dieselbe ebenso, wie im § 21 für « = 0 geschehen ist, umwandelt, hat man die Gleichung: 
14. ^ «iaaj — (« — n) (-^) *coa » + n Cy) (™‘ “ + ' (“ — O) ~ “ (y}"™’ “• 

Setzt man hier m = h, also « = n e — al, so behält, man die einfachere: 

' T ( (y)*"'" “) = (y)*~’ “ + Cy cos (■. - 1) - (y)“'»« 

mit deren Hilfe das Störungsglied *cosu auf zwei homogene Glieder zurückgeführt wird. 

11 
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Ebenso leicht kann man das nicht homogene Glied der ungeraden Stufe auf nicht homogene 
Glieder gerader Stufe zurttckfdhren. In der Gleichung 14. vertausche inan dc^liolb m gegen — w, und 
zugleich ß gegen — «. Vertauscht man noch m gegen — m, damit « = m r — a f bleibe, so erhält man 
die neue Gleichung: 



^ 1 / ^ r -X» . ’t' ^ r * r r ^ ^ « + » /• r , « /- r 

*''■ ( 7 ) '“»“ + ( 7 ) + ™''*+t(7-< 



CVS H , 



mit ilcrcn Hilfe irgend ein nicht homogenes Störungsglicd 'cos n auf zwei andere Glieder zurück- 

gcfilhrt worden kann, deren Stufe um die Einheit kleiner ist, und auf ein drittes, dessen Stufe um die 
Einheit giösser ist. 

Um nun auch die nicht homogenen Störungsglieder gerader Stufe auf homogene Glieder zuriiek- 
zufiihrcn, komme ich abermals auf die Reductionsglcichung 1. zurück. Vertauscht man darin «t r gegen 
u — m V — (I I, so geht sie über in : 



( 1 . 1 — “X r C l“ • ' /" r s"+> . Y at [T x“+' . 

— (IH ^,-)(--Jsin« — I sinrca8N| = — I sinrtinH 

, ( , , a KM — »t'\,-rx“ .2ii+I,.r > , , ii + 1 — w ii — m r 

'V » H 11+ 1 J n+iepZ ^ M+1 II spZ 



Man addirc hierzu ebenso, wie im § 25 zu der aus der 2. hcrgcleiteten Reductionsglcichung, 
die Dcrivirlc: 



( (7)'^*"" “ + V (7)"*“ “ + * ^ (7)'^' ' "" “ *'>) • 

Man findet leicht, da.ss auf der rechten Seite der Gleichung 12., durch welche sich diese Derivirte für 
den Fall «) = « bestimmt, da nun nicht mehr «1 = » ist, noch die folgenden Glieder hinzukommen: 



(•"-»)( (y)"«®» « + V » + 2 d cos (11 - r) j , 

und bemerke, dass dieselben gleichartig sind mit den Gliedern der zweiten Zeile in der obigen Rcductions- 
gleichung. Indem man die in solcher Weise verallgemeinerte Gleichung 12. mit-^ j multiplicirt, und 
alsdann zu der obigen Reductionsglcichung addirt, fuhrt man die letztere über: 



(t 0 + Ä +T + ) ( 7 )'““ “ - ,771 ( 7 )”^’ “)+ 771 (^ 7 )"^’ ^ (—>■)}’ 

=( (> - 7) (* - - (7 + i') ’ir^r - (' + *!'«'•) (7)'«* 

2« + 1 + (« + äm — 11 y d+ y« r 1 »+1 — m + yo m — m , r ,»-« 

J- — — : — !: i_i ccos(u — r) i ( — ) cos« 

' p ' ^ »+1 m'p' 

+ y {•— )"^*e*cos>r ^ d -^cMfu — c) + cos r cos« 



n 4. 1 



Auf der linken Seite der Gleichung bringe man ebenso, wie oben für den Fall «1 = *1 geschehen 
ist, an die Stelle von ^^j"''’*cos« andere Glieder, welche mit c multiplicirt sind, um alsdann wieder 
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die ganze Gleichung durch r 2 y) zu Üieilen. Ferner führe man noch die Abkürzung ein : 
J* — »M fri — wH « *f 2 — 3 a) ^ 

• ( ■ - «-Ti) ~ ~ ’ 

von welcher auf der linken Seite der Gleichung, und auch anf der rechten Seite in dem ersten und dem 
dritten Gliede Gebrauch gemacht werden soll. In dem Coefificienten des zweiten Gliedes der rechten 
Seite schreibe man, der im § 25 vorgenommenen Umwandlung entsprechend: 



^«+l + (n + *»»-l)zd + z« = » — «" + + Z" + (I -i-lyß]. 

Daraus folgt weiter: 

«" + > +J» IMjtr.« = („ + 3 - 4 a, 4 + (a + 1 + Zw) i + (a + 2 m - 1) i-7-f 

= + w — 2«)J — (wi— 1 — a)(, 

und die lieductionsgleichung nimmt die folgende Gestalt an; 

/’i/,, de f r x"+i . # e / r x*+> . . . d « <* / r x"+* , . \ 

{, « / « , \ C fx X + — 2 a» # — Iw — 1— «»*/r .•»— 1 . 

= - (t + ’') m - (* - (7) «>» a + ^ + i— (7) ‘ («- X 



H + » — M + r W _f /_r 1 
«+ 1 



" + rw , tue’ cos’ e , r .,•+« ( . p , ^ ^ 

, '■■ — - — (— I CO8U+ ( ) I p ^CO»(ll— <*) H CM B CO» U 1. 

1 n'p' « + 2 — o'-p' V r -' a+1 ) 

Man bestimme nun eine Funktion s (n, m, «) durch die Gleichung: 



»(»,*», a) 



If. I ie , r \»+> . » e , r ,«+i , , , , J o c’ , r ,»+• , 

«V H + lJ'-p' B+l'p' n + l'-p^ ' •' B+I «+2— B ' J) ' 

und die Keductionsgleichung zeigt sich in der einfacheren Form: 

17 . » (», «, B)' - fl = (i - V “ (r + >') « +1 ■■ “ X ‘0 (7)”'"® “ 



t + (M4* J 4* »»— Ä a » ^ — f« — 1 — ff i * X r 



H+ 1 



(7) «CMfa-r)- 



«+l — "* + r“ f/c 



»+ 1 



«. (JL)- 

K ' B ' 



Das Rcstglied ist: 



„ iae’ cos* c , r ,«+*/^8 » » , , , b \ 

B = — -t; — ( — 1 l-5-.z:-co»(i» — r)+ — ^-3 cos c cos u I , 

H + 1 ' p' tZr ' ^ m + 2— B / 



Die Gleichung 17., welche für m = » in 13., und für o = 0 in 1. übergeht, dient zur Reduction 
eines nicht homogenen Störungsgliedes gerader Stufe. Nebenbei aber bedarf es zu diesem Zwecke noch 
einer anderen Gleichung, welche aus der vorliegenden hcrgelcitet werden kann, indem man m gegen 
— »*, « gegen — o, und gleichzeitig « gegen — « vcrtauschl. Gebraucht man dabei die Abkürzungen : 

n* 
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S SS 




-2 a _ 



fl 4* ^ 3 a 



fw 4- w)(w 4 -_3 4- 8a) 

(i + 4 i)(« + *+«)’ “ 



so hat man, um die neue Reductionsftlciclmng zu erhalten, ausser den schon erwähnten Vertauschungen 
keine sonstige Acuderung in 17. auzubringen. Die neue lieductionsgleichung ist: 



1 8. ij = (i + i + (^ _ y) - (a - ,) (.L)"c„. „ 



e -K» + 1 - IH + 2 cos T« + r> - ”+ 1 + » — 7 a 

w + 1 r/ fl+V fl 



( — I ros«, 



WO ebenso wie in den tibrijjen Ucductionsglcidiungen « = m r — ist. Zur Bestimmung von s («, — »1, — a) 
hat man die Gleichung: 



— «(ff, — w, — «) 

1 Z', . ? \ / r ■ . . Se f r n'»+^ . 9t ^ r -.•+* ^ ^ a e’ /• r , 

= — |IH r-ä M — l8iu« + ‘ ivl — ) sin r cosM— - 1 —, ( — } sin(u + r) —r — , „ . I — I co8*r«iDi4; 



und das Uestglied schreibt sich: 



_ —Sae^ cos* c i- r »/’ 3 e « . , . 



+ *+a 



Mittels der Gleichung 18., welche für « = 0 in G. tibergeht, führt man ein nicht homogenes 
Glied der d*“ Stufe l-^)"cos » auf zwei andere Glieiicr der i— 2‘'* Stufe zurück. Das eine der beiden 
neuen Glieder, nämlich das Glied (7)* 'cos (» + c), lässt sich alsdann durch eines der 2 1— 4*” Stufe er- 
setzen. Dies geschieht mit Hilfe der Gleichung 17-, nachdem man zu diesem Zwecke in derselben m 
gegen «t -)- 1 und « gegen « — 1 vertauscht hat. Für den Fall i = 2 ßllt das der 2i — 4'"" Stufe 
entsprechende Glied weg, weil dann in jener Gleichung 17. der Coefficient { verschwindet und man 
lichält ein homogenes Glied. Tn jedem amlem Falle führt man die beiden neuen Glieder, indem man 
von den Gleichungen 17. und 18. zum zweiteimialc Gebrauch macht, auf zwei andere ähnliche Gleichungen 
zurück, deren Stufe beziehungsweise um zwei Einheiten niedriger ist als vorher. Durcli die wie<lerholle An- 
wendung der Gleichungen 17. und 18. gelangt man schliesslicli immer wieder zu einem homogenen Glicdc; 
und cs werden auf diesem Wege im Ganzen 2 t Funktionen s(n, m, o) in das thcilwcisc Integral eingefuhrt. 

Dci dem wiederholten Getirauchc der Gleichungen 17. und 18. wird man die Buchstaben y i t ( 
zweckmässig durch y. d, t, J, ersetzen. Die Grösse f ist allerdings Funktion der beiden Zahlen in und «. 
Die vorgeschlagcue Unterscheidung der Grössen wird aber dodi für alle Fälle ansreichen, weil der Buch- 
stabe m, wiewohl deisclbc zwei verschiedene Zahlenwerthc hat, in jeder der beiden Ueductiomsglei- 
chungen 17. und 18. stets den nämlichen Zahlcnwcrth beibchült, während die Zahl « immer kleiner 
wird. Die Zahl « betreffend ist weiter zu bemerken, dass dieselbe in 17. jedesmal eine gerade ist, und 
in 18. eine ungerade, oder umgekehrt. In Folge dessen^sind auch die Ordnungszahlen der Buchstaben 
y. dpt f« in <lcf einen Gleichung jedesmal gerade, in der andern ungerade Zahlen. Irgend einer der 
Buchstaben y d c i, mit zwei aufeinanderfolgenden Ordnungszahlen behaftet, bezeichnet zwei Grössen, 
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welche sich nicht allein durch den Zahlenwerth von », sondern auch dui-cli den von in, und durch das Vor- 
zeichen von a unterscheiden. 

Im Bisherigen habe icli die Iteduction des nicht homogenen Störungsglicdes ^^^cos (m o — « /) ' 

fiir den Fall, dass h = m — 1, oder auch « > «i — 1 sei, auf ein homogenes Storungsglied ausgefuhrt. 
Wenn n <; m — 1 angenommen wird, so ist eine derartige Iteduction auf ein homogenes Glied nicht 
möglich. Man kann übrigens, wenn neben der Annahme n < wi — 1 gleichzeitig n > — 2 angenommen 
ist, das vorliegende Störungsglicd mit Hilfe der Gleichungen 17. und 18. auf die einfachere Form "cos it 
zurückführen, wo abkflrz.end « = ii » — a t gesetzt ist, vgl. § 23. 

Das Störungsglied ^■^j"~*cos « lässt sich hier ebenso leicht, wie oben für den Fall « = 0, auf 
eine unbegrenzte Iteihe homogener Stürungsglieder zurückführen. Man schreibt in dieser Absicht die 
Derivirte ; 



V (Cy)"”’' ") = (y)' “ T Cy)" 'C"* + '■) -«>»(“- O) - (— )"co» » • 

An die Stelle von ii setze man nach und nach « -F 1, » -f 2 . . . , und multiplicire diese Gleichungen 
der Reihe nach mit 1, j )*•••• Durch deren Integration erhält man alsdann die Reductions- 
gleichung: 

19- (y)- " = (y (y)'*^ “ + (fr'*“ c« + «•) (-!•)* sm c« + 2 rj + . .) 

— I (yr'«»(«- '•) + (y - (t)’) (y)’“*“ + (,tti - (y)’)| (y)'^'eo.(«-hv) + ... 



Die Integration des hier besprochenen Stürung.sgliedes führt demnach auf eine unendliche Reihe Glieder 
von der Form s (n, «). 



§ 28. Weiteres über die beiden Näherungsmethoden zur Integration der 
Störungsgleichungcn. 

Die im Bisherigen aufgestellten Regeln zur Integration eines Stiirungsgliedes geben immer noch 
nicht den vollständigen Werth des Integrals, denn man ist von der Voraussetzung ausgegangen, dass die 
gestörten Elemente, von deren Einflüsse sich die Stürungsglieder nicht befreien lassen, beständig seien. 
Es soll nun auch auf diesen Umstand Rücksicht genommen werden. 

Die gestörten Elemente sind }> p, <o a>, i i, und 9, und aus der Art ihres Vorkommens folgt, dass 
alle Stürungsglieder in den allgemeinen Ausdrücken: 

* (y)" (-^)’«'* f« + {) . e (y)" C« + D 

« 

entlialten sind, wo m = m r — »i, v, ist, p und | Funktionen der veränderlichen Elemente sind. Will 
man den bisherigen Integralen wegen der Veränderlichkeit von p und £ eine Correktion beifügen, so 
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Stehen bekanntlich zwei verscliicdcne Methoden zur Verfügung, welche dazu führen, vgl. § IG. Da es 
aber nicht gleichgiltig ist, welche von den beiden Methoden cingeschlagen werde, so soll hier ausgeführt 
werden, was schon in § 32 Pbl. III versucht worden ist, die bei dieser Wahi maassgebenden Umstände 
zu erörtern. 

Icli betrachte zunächst den Fall, dass das Störungsglied Function von » und das Element, welches 
variirt werden soll, Function von v, allein sei. Es ist dies derjenige Fall, welcher schon oben im § 24 
bei der Bestimmung der Correction wegen der elliptischen Form der äusseren Balm in Betracht ge- 
nommen ist, und wo man der Methode der variirten Näherung deu Vorzug hat einräumen müssen. Die 
Derivirte des Elementes hat hier den kleinen Factor ä, und in Folge dessen ist auch die Derivirte der 
Correction mit diesem Factor verbunden, wenn man sich der Methode der variirten Näherung bedient. 
Wollte man sich in dem hier besprochenen Falle des Verfalirens der successiven Substitution bedienen, 
so würde die Derivirte der Correction jenen Factor X nicht erhalten. Wenn auch selbstverständlich die 
beiden Methoden, wiederholt in Anwendung gebracht, schliesslich zu einem und demselben Resultate füh- 
ren, so liefert doch die erstere eine weit stärker convergirende Entwicklung des Integrals. 

ln den §>i 23 und 24, Pbl. III halie ich, die Theorie des Mondes betreffend, erste Näherungen, 
von 1 und » aufgestellt, welche sich als Funktion von r, allein darstellen. Der in § 25, Pbl. III ge- 
machte Vorschlag, diese Näherungen selbst in die Störungsglcichungen einzufahren, muss auf Grund der 
vorstehenden Erörterungen hin zurückgenommen werden. Man muss bei der Variation der Elemente 
i und #, insofern sie Funktion von v, allein sind, an der Methode der variirten Näherung festhaltcn, in 
allen denjenigen Fällen wenigstens, wo das Störungsglied als Funktion von v vorliegt. Andernfalls, 
wenn das Störungsglicd selbst Funktion von r, ist, haben die in Rede stehenden Glieder von i und » 
immer nur Funktionen von tf, allein zur Folge, und bedarf es dann zum Behufc der Integration keiner 
besonderen Regel mehr. 

Dem soeben besprochenen Falle stelle ich nun den umgekehrten gegenüber, in welchem das Störungs- 
glied Funktion von v, allein ist, und das zu variirende Element eine Funktion von v. Wenn cs feststeht, 
dass in dem ersteren Falle das Verfahren der variirten Nälierung forderlicher ist, so hat in diesem Falle 
unzweifelhaft das andere Vcrfalircn den Vorzug. In Betreff des ersteren Verfahrens bemerke man, dass 
das Integral des Störungsgliedes den kleinen Nenner A hat, welcher durch die nachträglich auszufUhrende 
Variation nach dem gestörten Elemente nicht beseitigt wird, weil das letztere als Funktion von r vor- 
ausgesetzt ist. Wenn man aber das andere Verfahren eiuschlägt, so erhält die Derivirte der Correction 
nicht mehr jenen kleinen Nenner i. Man findet dcsshalb in dem hier besprochenen Falle die stärker 
convergirende Entwicklung durch das Verfahren der successiven Substitution. 

Einer eingehenden Erörterung bedarf der sehr gewöhnliche Fall, dass nicht allein das Stürungs- 
glied Funktion von r sei, sondern auch das Element, welches variirt werden soll, eine solche Funktion 
darstelle. Mit Rücksicht auf die beiden soeben betrachteten Fälle lässt sich sogleich sagen, dass hier 
das eine und das andere Vcrfaliren einerlei Convergenz liefere, woraus dann folgen würde, dass hier die 
Wahl der Methode gleichgiltig sei. 

Es kommen aber noch andere Umstände bei der Wahl zwischen den beiden Methoden in Betracht. 
In dem hier besprochenen Falle, dass das Störungsglicd und zugleich das zu variirende Element Funktion 
von p sei, führt die Vergleichung zwischen dem Störungsglicdc und dem Integrale desselben noch zu einer 
andern merkwürdigen Rücksicht. Es darf angenommen werden, dass die erste Näherung des Integrals 
in der Regel doch eine verwickeltere Funktion ist als das Stürungsglied selbst. Das Einemal differentiire 
man die erste Näherung, die darin vorkommenden Elemente allein als Funktion der Zeit betrachtend. 
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um alsdann die Derivirten dieser Elemente cinzusetzen. Das Andorcmal denke man sich die ersten 
Näherungen aller Elemente in die Störungsglcichiingen selbst eingesetzt. Es scheint kein Grund vor- 
zuliegen zu der Annahme, dass sich der eine Ausdruck einfacher gestalte als der andere. Man dürfte 
also auch in dieser Rücksicht die Wahl der einzuschlagenden Methode für glcichgiltig hatten. Betrachtet 
man aber insbesondere die Variation der Elemente p und a, so darf man nicht ausser .Acht Ia.ssen, dass 
in der neuen Stürungstheoric die Derivirten dieser beiden Elemente nicht unmittelbar gegebene Grössen 
sind, wie in der vorstehenden Vergleichung vorausgesetzt worden ist. Die Derivirten p' und o' zeigen 
sich vielmehr schon in den Glicdcni der ersten Ordnung als Funktion der Elemente r und a, deren erste 
Näherungen sofort eingesetzt werden müssen, und gestalten sich in Folge dessen durchaus nicht einfacher 
als die ersten Näherungen von p und <» seilet. Diese Bemerkung genügt vollkommen, um es über jeden 
Zweifel zu erheben, dass hei der V^ariation der Elemente p und a das Verfuhren der successiven Substitution 
eingcschlagen werden muss. 

Schon im § 17 hat man gefunden, da.ss die Methode der successiven Substitution im Allgemeinen 
vor der Methode der variirten Näherung den Vorzug habe, so lange nicht ganz besondere Rücksichten 
zu Gunsten des zuletzt erwähnten Verfahrens vorliegcn. In dem ersten der vorhin besprochenen Falle, 
wo das Störungsglieil als Funktion von r, und das gestörte Element als Funktion von v, allein ange- 
nommen ist, kommen in der That solche Rücksichten zur Geltung, und in der Theorie des Mondes be- 
rühren dieselben vorzugsweise die Elemente i und #, weil in diesen Elementen die am meisten hervorragenden 
Glieder Funktion von r, allein sind. In Betreff der Elemente p und oj ist jetzt zu den in den §§ 16 
und 17 aufgezcichneten Gründen noch ein weiterer hinzugekommen, welcher für die Methode der successiven 
Substitution spricht. AViewohl in der Theorie des Mondes die erste Näherung des Elementes o ein be- 
trUditliches Glied enthält, die j.ährlicho Gleichung genannt, welches Funktion von r, allein ist, und als 
solches die Methode der variirten Näherung verlangt, so wird hierdurch in Betreff der übrigen Glieder 
von a das Vorrecht der andern Methode selbstverständlich doch nicht in Frage gestellt. 



§ 29. Die Störungsglieder mit Rücksicht auf Knoten und Neigung. 

Es kann nicht daran gedacht werden, dass es gelingen möchte, die Störungsgleichungen zu inte- 
griren, ohne vorher die Störungsfunktion irgendwie einer Reihenentwicklung unterworfen zu haben. Die 
Störungsfunktion enthält die drei Veränderlichen rr, mids, welche ihrerseits als Funktion von c und c, 
gegeben sind. Durch die Entwicklung der Störungsfunktion nach Potenzen von gelangt man zu Stö- 

rungsgliedem, deren Factoren irgend ganzzahlige Potenzen der Grössen r r, und s sind. Die Anfgabe 
dieses Abschnittes kann nun Im AVesentlichen als gelöst angesehen werden. Ich habe gezeigt, wie man 
die Störungsglieder integriren kann, ohne vorher die Potenzen von r und r, nach Potenzen von e und e, 
entwickelt zu haben. Im Bisherigen ist angenommen, dass die Potenzen von s in einer Reihe entwickelt 
seien, deren Glieder nach Potenzen einer trigonometrischen Funktion der Neigung geordnet sind. Aber 
auch diese Entwicklung ist rlurchaus nicht ein ErfordemLss der Integration. Es soll noch gezeigt werden, 
wie man auch diese Entwicklung vermeiden kann. 

Man hat ursprünglich den Werth: 

« = coB w COS «f COS < sin M sin li. . 
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Kacbdem man denselben umgeforrat hat in: 

a — cos’ coi (k — II,) + sin’ cm (u + «,) , 

kann man leicht die Kntvrickelung einer Potenz von s nach Potenzen von tg’ ^ hcrstellen. Anstatt aber 

auf diciclbe näher einzugehen, kehre ich zu der ursprünglichen Form zurück, und schreibe die beiden 
Gleichungen : 

cos «, = f cos (h, — cos I sin u, = e siu f», — lO) . 

Dies führt alsdann zu dem einfacheren Werthe: 

20. s = ecos(« - K, + V). 

Es ist bekanntlich «-}-# = ’■ + <<> und w, -j- O = r, + “, ■ Daraus folgt: 

s =s e cos (r — c, H- •> — <0, -b V) ■ 

ifan sicht, dass die beiden Elemente i und 0 jetzt nur noch in den Gritesen f und f Vorkommen, 
welche nun als deren Stellvertreter angesehen werden können. Diese beiden Grössen bestimmen sich 
leicht als Funktion der genannten Elemente und von p, . Denn es ist : 



p* = cos’ H, + cos’ I sio’ H, 

21, oder e’ = l — sin’ * sin* . 

Ferner findet man die beiden Gleichungen: 

• p cos = cos’ M, + cos i sin’ «, — cos’ + sin’ " cos 2 

p sin V» = (1 — cos i) cos «, sio w, = sin’ sin 2 h, . 

Aus denselben folgt zur Bestimmung von tt’ die einfachere Gleichung 

tg’ ~ sin 2 «, 

22 . <»0 = 

1 + lg’ -J- cos 2 H, 

In dem Störungsgliede setze man an die Stelle von s den Werth 20. ein, um alsdann die Potenz 
des Cosinus durch cosinus des vielfachen Winkels zu ersetzen. Die Störungsglicdcr erhalten dann auch 
wieder die in den bisherigen Integrationen angenommene Form. Bei der Integration betrachte man die 
Grössen p und als Beständige, und mit BücksicbC darauf, dass dieselben Funktion von t; allein sind, ver- I 

fahre man im Uebrigen nach der Methode der variirten Näherung. Man bemerke zugleich, dass die Ver- j 

änderliche r, nur in sulchen Gliedern der Veränderlichen p und if> vorkommt , welche den Factor sin* i ' 

haben. Die Derivirte der Corrcction wegen der Veränderlichkeit von v, in p und g: hat dcs.slialb neben 
ä auch den Factor sin’ i, und ist in Folge dessen eine sehr kleine Grösse, ln der Theorie des Mondes, 
wo beiläufig ä = j*j und sin» = -jy ist, findet man den der Correction beigefügten Factor nahezu - 

Man darf wohl annchmen, dass die zweite Variation der Grössen p und il> in allen Fällen, wo das Störungs- 
glicd als Funktion von v vorliegl, nicht mehr in Betraclit kommt. 
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Es ist leiclit zu sehen, dass sich auf diesem Wege das Integral des Stürungsgliedcs vorfheil- 
haftcr gestaltet als auf jenem andeni Wege, wo der Integration die Entwicklung von a nach Potenzen 

von tg*-|- vorausgeschickt werden soll. Indem man zunächst nur das erste Glied dieser Entwicklung be- 
rtlcksichtigt, erhält man das Integral in einer Form, welche, als Funktion von v und r, betrachtet, in 
Nichts verscliieden ist von jenem andern Integrale, worin g und if- als Beständige angenommen sind. Die 
CoiTcction des zuerstenvähnten Integrals würde aber den Factor sin’ i erhalten, während die Correction 
des auf dem andern Wege erlangten Integrals den weit kleineren Factor A sin’ i hat. Daraus ersieht 
man, das.s verschiedene Glieder des auf die Entwicklung nach Potenzen von tg’-^ gegründeten Integrals 
durch das hier vorgcschlagene Verfahren in ein einziges zusaromengefasst sind. 

Die Grössen g und sollen bei der Integration der Störungsglicder vorläufig als Beständige an- 
gesehen werden. Diese Vorschrift ist indc.sscn nur so lauge uiaassgehend, als das Störnngsglied selbst 
Funktion von e Ist. Wenn dasselbe gleichfalls Funktion von r, allein ist, so bringt sic keinen Nutzen 
mehr. >fan wird in djesem Falle die Methode der variirten Nälierung nicht in Anwendung bringen, 
eben so wie man oben im § 20, wo cs sicli um die Correction wegen der elliptischen Form der äussern 
Balm handelt, keinen Gebrauch davon gemacht hat, sobald das Störungsglicd als Funktion von v, allein 
vorliegt. Um die vollständige Integration in dem vorliegenden Falle auszuführen, wird man die obigen 
Werthe p, sin ^ und cos in das betreffende Störnngsglied wieder cinsetzen. 

Diu'cli die Substitution von »' und T gibt man den Derivirten p' and *>', deren man zum Behufc 
der Variation bedarf, eine vortbcilbaftc Gestalt. Durch die Differentiation der Gleichung 21. findet man: 



= — sin* I sin n, cos n, (rj — ♦’ i — sin* u, sin i cos t i' . 

Setzt man die bekannten Werthe der Derivirten nnd i" ein, so geht dies über in: 



23. 



.... , sin* / sin* tt. 

SS! ^ sm* t sm K, cos h, r; + 



rft* dr; 

du dg 



Um auch die Derivirte i!>' zu Ijcstimmen, geht man zweckuiilwig von der folgenden Gleichungaus: 

lg (», — V) = cos i tg II, . 

Durch deren Dili'erentiation ent.steht zunächst: 



u' — 

CO»* — lO) 



cos I h‘, 
cos* u. 



tg u, sin i <*. 



Indem mau mit. cos* m, multiplicirt. erhalt nmn weiter : 

p» — cos O (r' — + sin w, c<a u, sin i i* . 



Man setze nun die Derivirten i/ und t ein, und man hat: 



— cos 0 r; + 



^^cng(ri — w,)~ » 

n ds 



Indem man bemerkt, dass der Winkel tt* nur in der Verbindung w v vorkommt, und dass der Werth der Deri- 

12 
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virlcn a das Glied — ‘J sin® ~ 0' hat, gibt man der Derivirten v' eine iiueli vortlicilliaftcrc Gestalt. Man 
kann sclirciben: 

24. +«»>n»-g-»J = (t>-eosOe, i7~"*d7' 

Die Derivirten q und t', welche sicli aus den vorstehenden Gleichungen 23. nnd 24. bestimmen, 
können immerhin als kleine Grössen der ersten Ordnung aufgefasst werden; und könnte man daraufhin 
versucht sein, die Grössen q und tfr als gestörte Lleraente au die Stelle von i und 0 treten zu lassen. 

Es ist jedenfalls bemerkeuswerth, dass sich bei dieser Waid der gestörten Elemente die Anzahl der in 
der Störuiigsfunktion vorkommenden gestörten Elemente auf drei beschränken würde. Denn zufolge 
der oben vorgenommenen Umwandlung Huden sich in der Störungsfuuktion die Elemente und u nur in 
der Verbindung a + i'. Die Störungsfunktion würde also nur die drei gestörten Elemente j>, g und 
« V enthalten, während man jetzt genöthigt ist, die vier gestörten Elemente /i o> i » darin zu unter- 
scheiden. Die Kleinheit der Derivirten ist indessen allein nicht entscheidend für die Wahl der gestörten 
Elemente. Die Gleichungen 23. und 24. erfüllen nicht die im S ö ausgesprochenen Forderungen, 
welche sonst noch au ilie Besclmlfenheit der Störungsgleichungen gestellt sind. Wenn man in den obigen 
Derivirten g’ und ii>‘ die Elemente i und 9 durch die neuen Elemente g und Jh ersetzt, um alsdann hei 
der Integration die letzteren als Beständige zu betrachten, so gelangt man nicht zu den ersten Näherungen 
der neuen Elemente. Daraus folgt, dass in dem Systeme der Differentialgleichungen des § M die Gleichungen 
V. und VE, durch welche die Derivirten i und»' bestimmt sind, in den Gleichungen 23. und 24. einen , 

Ersatz nicht finden können. I 

Wenn man die Störungsfunktion nach Potenzen des Verhältnmses und alsdann die Potenzen j 

von I-, I-, und .v beziehungsweise nach Potenzen von e, c, und tg® entwickelt, so hat man, noch ehe man 

zur Integration der Stürungsgleichung schreitet, iu der Störungsfunktion ein System von Gliedern, welches ^ 

nach vier verschiedenen Richtungen ins Unendliche läuft. .Man erhält die möglichst einfache Form der 

Störungsglcidiungcn, wenn man sich auf die einzige Entwicklung nach Potenzen von ~ bescliränkt. Die 

Theorie des Mondes zcidmet sich insofern vortheilhaft vor anderen Stürungsaufgaben aus, als man sich j 

in der Entwicklung der Störungsfunktion nach Potenzen von— mit Rücksicht auf die geringe Grösse i 

dieses Verhältnisses auf einige wenige Glieder beschränken darf, um das Acusserste der Genauigkeit 
zu erreichen, welche bei der Vergleichung der berechneten Mondbahn mit den Beobachtungen ver- 
langt wird. 
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Vierter Abschnitt. 



Kntwicklinig der Stöniii!r.spli'i(Iinngon. mul die orsteii Xillipningon der Elemente 

in der Tlieorie des Mondes. 

5? 30. Läuge und Dreite der beiden sich störenden KOr|)er. 

Wenn nur zwei Massenpunktc betrachtet werden, so denkt man .sich, um «lie Rewegungsei-scheinnng 
zu vereinfachen, den einen als inihend. Die Ouordinatenwerthe des andern )Ias.senpunktes. bezogen .auf 
den Ort des ersteren, sind durch einfache Gleichungen ansgedriiekt, und die von demselben besclirieliene 
Hahn ist eine knimmc Linie, deren Untersuchung wegen ihrer merkwürdigen und leicht zu ennittelnden 
Kigcnschaftcn einen elementaren Theil der tieometrie ausinacht. Der Umstand, dass die Bewegung in 
der ungestörten Balm so einfache Gc.setzc licfolgt, hat die Möglichkeit, diest-lben aus der Vergleichung 
der einzelnen Bcmbachtungsresultate aufzufindeu, einigermaassen nahe gerückt. 

Die Bewegung in der gestörten Ellipse, welche durch die Einwirkung eines dritten Köriiers 
entsteht, ist sehr zusammengesetzt Die Coordiuateuwerthe des gestörten Körpei-s enthalten unendlich 
viele periodische Glieder, welche einzeln genommen zwar auch wieder eine einfache geometrische Aus- 
legung zulas.sen, deren Auftindung aus den Beobachtungen aber nur in so weit inögticii ist, als sich die 
den einzelnen Gliedern entsprechenden Erscheinungen mit hinreichender Schürfe von einander trennen 
lu.ssen. Die Ziisammcnstellung aller derjenigen Glieder, welche durchaus ei-fnrderlicli sind, um den Ort 
des gestörten Kör|Kirs für irgend einen Zeit|>unkt im Vonms angelten zu können, ist aber mit Hilfe 
der jViialysls möglich, wofern m.an von der Voraussetzung ausgehen «hirf, da.ss das .VCTrfon’scbe Gi-avita- 
tionsgesetz riclitig ist 

Abgesehen davon, dass neben der Sonne der Mond schon an und für sicli die Aufmerksamkeit mehr 
auf sich zieht als irgend ein anderer Körper des Weltsystems, ist auch in der Besrhaffenheif der 
MoutLstönmgen seihst die Anregung in hölierem Maassc gqjcben, dicsclheu zu verfolgen. Man weiss, das,s 
diesellien zu einem weit grösseren Betrage anwachsen als irgend eine der Stönmgen, welrlie die Plane- 
ten in ihrer Balm um die Sonne erleiden. Da der Mund und die Erde licidc fast mit gleicher Kraft 
von der Sonne angezogen wcnlcit, so ist der kleine Unterschied zwischen diesen beiden .\nziehungcn 
diejenige Kraft, welche den ersteren in seiner elliptisclien Bewegung um die Erde stört Nimmt man 
die von der Erde au.sgelicudc .Vnziehuiig als Einheit der Kraft an. so haben die beiden vororwiUmten 
.Viizichungcn zur Zeit der Opposition und der Conjunctioii, wo deren Untei-schied am grö.s.sten ausfiillt, 

12 * 
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beziehungsweise die uiigeriihicn Werthe u»d I>cien l'nterschieJ bat den immerhin 

misehulirhen lirucliwerth ± In Wirkliohkeit kann der (icsammtwerth derjenigen Störungen, welche 
die läinge des Mondes während eines einzigen Umlauls um die Krde erleidet, bis zu liciualie drei 
Graden anwachsen. 

Um noch eines anderen Cnistandes zu uedenken, welcher gleichfalls Anlass sein kann, vor Allem 
zuerst die Störungen des Mondes zu bestimmen, brauche ich nur daran zu erinnern, dass die Entwicklung 
der Störnngsfunktion, welche frtr alle Stürungsrechnungen ausgeführt werden muss, in der Theorie des 
Mondes so stark convergirt, das« einige wenige Glieder ausreichend sind, um jede nur wilnschenswerthe 
Genauigkeit zu gelmn. Diesem Umstande verdankt die Analysis eine wesentliche Vereinfachung. Das 
Zusammentretfen der verschiedenen Umstände bewirkt, dass die wichtigste uud zugleich erfolgreichste 
Anwendung der Störungstheorie die Bewegung des Mondes zum Gegenstand hat. 

Diejenigen Cimrdinaten, welche als durch die Beobachtung gegeben betrachtet werden können, 
sind Länge, Breite und Entfernung, bezogen auf den Ort des L’cntralkürpers. Es bleibt noch übrig, die- 
selben durch die I’olarcoordinatcn auszudrUcken, welche selbst aus den StOrungsglcichungen berechnet 
werden sollen. Ursprünglich halie ich die beiden sich störenden Köri)cr durch die rechtwinkcligen 
Coordinaten r, gj r, z,, auf den Ort des Centralköriiers bezogen. Der Nullpunkt des rechtwinkc- 
ligen Coordinatensystems ist alsdann nach einem andern der Ebene der drei Körper angehiirigen Punkte 
verlegt worden. Schliesslich sind die rechlwiukeligen Coordinaten durch Polarcoordinatcn ersetzt worden, 
und ist bei dieser Gelegenheit die Bestimmung getroffen wurden, dass die Elwnc des PoLs in dem bis 
daliin freien Coordinatensysteme mit der unveränderlichen Ebene des Systems der drei Körper Zusammen- 
falle. Dies hat man sich bei der Bestimmung von Länge und Breite der beiden Massenpunkte zu 
vergegenwärtigen. 

Durch jene anderen rechtwinkcligen Coordinaten, welche an die Stelle von Zj g« Zo !ht getreten 
sind, ist eine willkürliche Beständige t in die Störungsgleichungen cingeführt worden. Bei Gelegenheit 

der unten folgenden Entwicklung der Störungsfunktion nach Potenzen des Verhältnisses wird cs sich 

zeigen, was die Veranlas.sung ist, vorläufig e = 0 zu schreiben. Unter dieser Annahme z = 0 behält 
man die lineare Transformation; 

^ y* = y, CO» g. -P gda g. 

/ UN. , 

*. = » T-' i» = z, CO» g. +z »in (>. , 

1 + nt /1+tn, 

worin der Winkel gj zu bestimmen ist durch die Gleiclmngen: 



»in y. 



V- " 

r 11 -^»o (! + ",) 



» y. = J 



/ 1 i- n i + m, 

(l + wl)(l+»,)‘ 



Indem man die Entfernungen der beiden sich störenden Körper vom Centralkörpcr mit r, und rj, 
bezeichnet findet man: 
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'_"'_r. = r 
1 4* M 



1 + Mt. 



ffc = 1 r,* cos* ^ ^ < CVS ft» stD ft« 4* «io* #*j • 



sein. 



Die Längen und die Breiten der beiden sich störenden Küqtcr mögen mit L L, und Ü B, bezeichnet 
Man crliält zunächst die Werlhe: 

CVS 1# cos X, = — CVS JJ. cos L.ss — 

r« r* 



cos £ sin X. SS 

r. 



sinB = — 



'welche alsdann übergehen in : 



cos B, 8ial.= 
sin B, = 



yv 

r» 



COS B COS i = ~ 

r 


cos B, cos X, = z/ — (x, COS y. 4- * sin y») 

r m, r* 


cos if sin Z. SB 

r 


cos B, sin L, — — (y, co« y« 4- y sin «,l 

f w, r«v 


sin B = ~~ 

r 


sin Zf, = l/ ~ fr, cos y« + r sin y«) , 

f IN, r» 



An die Stelle von x y e x, y, g, sind nun die Polarcoordinaten einzusetzen. Für jenen Fall, dass 
die Bahn des störenden Körpers, welchem die Coordinaten x, y, z, entsprechen, als eine ungestörte Ellipse 
üufgefasst werden darf, vereinfacht sich diese Transformation ganz erheblich, weil dann », = 0 gesetzt 
werden darf. Die unveränderliche Klwnc des Systems der drei Körper, welche als Ebene des Pols an- 
genommen ist, fällt dann mit der Ebene des störenden Körpers selbst zusammen. In der Theorie des 
Mondes ist dies die Kl>ene der Ecliptik. Indem rann sich auf die Betraclitung des hervorgehobenen Falles 
beschränkt, schreibt man: 



= cos* coa (« + <►) + Bin* -g“ (“ “ 

= cos* sin C** + ^) ~ «iu* ßiu (« ■“ 

z ... 

— SB sin I un u 
r 



^ cos («, 4- 
^ Ä sin (m, + 



Die Länge und die Breite des gestörten Körpers bestimmen sich dann durch die Gleichungen: 
cos B cos L = coa* cos (u 4- <►) + sin* cos (u — d) 

coa Zf sin L =:= cos’ sin (w + d) — sin* -J- sin (« — 

sin B = sin i sin u. 
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Aus der letzten Gleichung berechnet mau die Breite des gestörten Körpers. Aus den beiden anderen. 
Gleichungen bildet man durch die Elimination von cos*^- die weitere: 

cos J? kia — II — a) = — sin’ sin 2 « • 

Auf der rechten Seite hat mau einen Werth, welcher zwar positiv oder negativ sein kann, im Uebrigeu 

aber wegen der Kleinheit von t immer nur einen kleinen Briichwei-th ausdrückt. Ha hiernach kein 

Zweifel darüber bestehen kann, welchem Qmulranteu der Winkel L — ii — angehört, so ist diese 
einzige Gleichung in allen Fällen ausreichend zur vollständigen Bestimmung der Länge des gestörten 
Körpers. 

Zur Bestimmung von Länge und Breite des störenden Körpers ergeben sich die lieiden Gleichungen : 
cos B, cos 7/, = ^ (vo* (». T 0 » cos cos ß cos 7y sin fl,) 

CO# ß, sin L, = I * ^ (sin (ii, + 0 ) cos fi, + — cos B sin I, sin fi,) 

. ,, , /I + w. r . „ . 

sin B, — l' — — sin B sin ii, , 

r M, r. 

Aus der letzten Gleichung erhält mau IS,. An die Stelle der beiden andeni setze man die 
daraus abgeleitete; 

cos JB, sin ( 7 ., — — = cos B sin (i — u, — a)siii|s,, 

durch welche die Länge L, jederzeit bestiranit werden kann. >Iit Bücksicht auf den Werth sin go schreibt 
man die beiden zu verwendenden Gleichungen etwas einfacher; 

. T, 1 ' o* c . 

sinB, i . smJi 

F 1 *r w r,v 



cos 7i, sin (7,, — II. — 0-)= 7 / — — cos 7t sin (7. - 11 . —fl*). 

7 1 4 in i \ '■ ' ^ 

Um in den nun vorliegenden Coordinatenwerthen nur solche Veränderliche einznführen, welche- 
auch in den Integralen der Stürungsgleichungcn die raaassgebenden sind, ci-übrigt es noch, 11 + ß = t- -J- o 
und n,~ 9 — V, + CO, zu setzen. Die Gleichungen zur Bestimmung von Länge und Breite des gestörten 
Körpers sind dann: 

J. sin B — sin isin (c + 01 — Oj 

2 . cosBsinfi — c — Oll =— sin’-^ sin 2 (c + 01 — ß). 

Man siebt, dass die Bestimmung der Längenstöi-ung in erster Linie von dem Elemente ca abhängt, welches 
durch die Integration der Slörungsglcichungea I. bis IV. des § 14 .ermittelt wird. Die Breitenstörung, 
weist auf die Störungsgleichungen V. und VI. hin. 
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In den beiden Coordinatenwertlicn des störenden Kiiriiers hat man ausserdem noch den oben 
gegebenen Werth r„, einzusetzen. Man findet: 



/' i + IM / “ — ■ 

/ * + ’*'77*»tf**+ (—) 

J0ie Lunge und die Breite des störenden Körpers bestimmen sich demnadi durch die GIcichunaen: 



8iu JJ, 2= - 



— tg fciu Ji 






f 

“ lg Ht ct»i }i sin iL — r, — «,■) 

cos Ji, ein (L. — r, — «,> = * ■ ■ ■ r= . 

/ * +**V7 '?»■«+ 

In der Theorie des Mondes darf man wegen der Kleinheit des Werthes tg g» i welcher beiläufig 
■durch den Bruch ausgedrflekt ist, den irrationalen Nenner ohne Weiteres der Einheit gleicbsetzen. 
Man behält, da man ausserdem tg go = I m setzen darf, die einfacheren Gleichungen : 

ü. »in II, — l'm sin It 

4. CO» D, »in (i, — r, — m.) — y- l'm cn» B »in (7. — r, — «>,) . 

Diese, ebenso wie die vorhergehenden allgemeineren Coordinatenwerthe des störenden Kölners sind Übrigens, 
wie schon erwähnt, nur unter der Voraussetzung brauchbar, dass derscUie nicht .selbst merkliche 
Störungen erleide. 

In dem allgemeinen Probleme der drei Köriier, welches von der Voraussetzung ausgeht, dass sich 
die beiden Massenpunkte gegenseitig stören, bestehen die Gleichungen 1. und 2. für den einen Massen- 
punkt »I ungeündert fort. FUr den andern Massenpunkt tu, findet man die weniger einfachen 
■Gleichungen : 

»in B, = j/ — ^(»in i, »in (r, -ö u, — O) co» (i, -ö »in B »in fi.) 

■CO» n, sin(£, — t, — <•,) = ' I« «in 2(r, + o. — 0) co» (i, -fi c*> BtinfZ — r, — «,1 ein ft.). 



Digitized by Google 




1 






§ 31. Entwicklung der Störungsfunktion in der Theorie des Mondes. 



Cm die Stürungsgleicimngeii in der Theorie de.s Mondes integriren zu können, muss man die- 
Störungsfunktion in eine Reihe entwickeln, geordnet nach Potenzen des VerliSltnisses ~ der Leitstrahlen. 

AVegen der Kleinheit dieses Verliältnisses ist die Reihenentwicklung so stark convergent, dass schon 
einige wenige Glieder hinreichen, um den berechneten SUirnngen diejenige Genauigkeit zu geben, welche 
eine Vergleichung der Theorie mit den Beobachtungen inüglich macht. Welche Glieder der Ent- 
wicklung vcmachlüssigt werden dürfen, dies lässt sich auf Grund der in dem vorigen Paragraphen gege- 
benen Coordinatenwerthe ermitteln. Die weggelassenen Glieder der Reihenentwicklung sollen nämlich in den 
Coordinatenwerlhen nur solche Aenderungen zur Folge haben, welche für die Beobachtung verschwinden, 
ln dem ersten Abschnitte hat die Kräftefunktion die folgende Form erhalten ; 






/ 1 -p I 



=:= + 



r m + w, 



J H««*« + s cos » ainf *f r,* sin*a / -- rasin + f) cos (#»+ + r> cos^ -f • J 






+ 1», 



l'r,*co8* tp, — ej + Z r, r* cos(g, — rjsiaffi, — + r*siu“t^*, — *) 



Die Entwicklung der beiden letzteren Wurzclgrösscn fuhrt auf glcicharligc Reihen, deren Glieder sich 
vereinigen lassen. Beide Reihen ordnen sich nach steigenden Potenzen von Die erste Wurzclgrösse 
dagegen darf nicht n.aeh steigenden Potenzen von geordnet werden. Denn die Grösse i muss bekannt- 
lich so gewählt sein, dass das Product tg t einen kleinen Bnichwerth ausdrückt, ln Folge dc.sscn ordnet 
sich die Entwicklung der ersten Wurzclgrösse nach steigenden Potenzen von . Die Eräftefunktion Iw- 
steUt demnach aus zwei verschiedenartigen Reihenentwicklungen, von denen die eine steigend, die andere 
fallend nach -p geordnet ist. 

Die willkürliche Beständige s der linearen Transfonnation hat in den Stiirung.sgleichungcn, ausser- 
halb der Störungsfunktion nirgends eine Spur hinterlassen. Es liegt nahe, derselben eine solche Ver- 
wendung zu geben, dass sich die Störungsfunktion möglichst einfach gestalte. Denn cs ist anzunehmen, 
dass die einfachere Form der Störungsfunktion auch dem Integrale der Störungsglciclmng zu Gute 
komme, und es erscheint in der Frage Uber die Art der Verwendung von e neltcn der ausgesprochenen 
Absicht jede andere Rücksicht als untergconlnet. Die Anwesenheit der beiden verschiedenartigen Reihen- 
entwicklungen widerstreitet aber einer Vereinfachung der Störungsfunktion so sehr, dass man sofort veran- 
lasst ist, f = 0 zu setzen. Die Reihenentwicklung der crstcren Wurzclgrösse fällt dann ganz weg. Auch 
die Iteihcncntwicklung der beiden andern Wurzclgrösscn erfährt durch die Annahme * = 0 Vereinfachungen. 

Ins Besondere verschwindet dann das mit-’^ multiplicirte Glied, welches die zweite Stelle in der Ent- 
wicklung dieser WurzelgrOs.sen einnimmt, was bei einem irgend wie anders gcwäliltcn e nicht der Fall 
wäre. Ich gebrauche dcsshalb vorläufig, so lange zu einer andern Wahl von e keine Veranlassung gegeben 
ist, die cinfacbere Kräftefunktion: 
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“/ r. 



+ <» 



/ Ui m, 

— — 1 — 

^ W* T I*». 

/ r,* ütE* ^ r. r « »in cos ft 



r I + m. 



• H cos* tt I »*.* cos* »« + j 8 r, •“ * <*'•« »•■» 



.« _* .. 



Mit IlflckSsieht auf di« Worthc und welche in den 1 und 2 aufgcstclit worden sind, findet 
man die Oleichungen: 



M» IN, _ .' IN JN, -1 / Nt, ( 1 + W) 

7, =;jNN(, I .- -• 

«JO u / wi N», r J m + wt, 



"'•..7/' i/”. n + ".I 

rviu.f 1 +w, ’r 1 + »1 + 111, 

Es ergibt »ieh hieruueh in dem /weiten nnd dritten Bestnrnltheile der Kräftefunktion der gcmcinsanic 
Factor ± "* * . Indem man denselben vorläutig ausser Acht lässt, erhält man die Rcihenent- 

r, r 1 + «I -f- IN, 
wickUiiiuen : 



r • 

^ l“2--ncotft + (^) cot * ft 

= IW r I + cmI ft (— cot ft) (3 •»* — U + cot fl) \5 «* — 3 ») + “ ( “ cot ft) (35 *♦ — 30 «* + 3 ) | 

\l*, »'t", 'i Ff O f, ' J 



und 



I 1 + 2 «lga, + (^) tg'a, 

= 1 — ' t/s.«+ W («>) (3»' - 11 - -.J ( +.) (5«' - S«) + (y t*n«) (S5»* — 30,' + 3j. 

Man limlet die lieiden Wertbc: 



cotft^ l 



/ m (1 -f m 4- M. > ' / 1 + IN + m. 

Man setze abkürzend — = i«», um alsdann die einfacheren Werthe zu schreiben: 

l + *« -f W, 



,.„ta=l/ü't 

r m 



tg = f' m m, , 



und man erhält durch die Addition der obigen Entwicklungen die Gleichung: 

1 



1 ' l — 2-ytCOtlt -t (y) mt’lt I 1 + 2 ^ Jtg», + (■—) lg*(». 

Kt + » 0(1 T “• (i)’ (S««- !)+ '>’ ' - 3.) + ^-^ 1+ (i)' (35«‘ - 30.« + 

Mit Rücksicht auf die ini § 8 in die Rechnung eingefülirtfln Abkürzungen: 

■/ r+-s=f“’- 






9 )). 



( // 

/ l + W« -f- IN, ^ 



13 
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(frhält man endlich die Kräftefunktion: 






ns 



r=f^+ (-’;-)’(8,. - d + l-fd Lj^ji s., + ,3.u>- «.«.+3,) 



Schreibt man nun abkUrzend die Kniftefunktion in der Form : 



r=P-- + i> 



'*-+ fl, 



so ist auch die Sliirunssfunktion Sl fcstgestcllt. Man erhält , weil in der Theorie des Mundes yi«, - 
gesetzt werden darf, 



ü: 



' r Ist». 



Man sieht, dass zu jedem weiteren üUode der Stürungsfunktion der Factor hinzukonmit. 

In der Theorie des Mondes ist beiläufig jji ■— = Wollte inan auch noch das dritte tilied der 
Stürungsfunktion forthissen, so würde, dieselbe einen kleinen llruchtheil, ungefähr ihres Werthes 

einbüssen. Da während eines Mondumlaufs der üesammtbetrag der Störungen niclit einmal drei Grade 
ausmacht, so würde unter der Voraussetzung, dass das Integral des vernachlässigten Gliedes in demselben 
Verhältnisse zu der Gesammtstörung stehe wie die entsprechenden Derivirten zu einander, der so ver- 
nachlässigte Theil der Störung ungefähr ylr Bugensccunde ausmachen. Dies iilierschreitet allerdings die 
Grenze der Genauigkeit, welche durch die Uechnung erreicht werden soll. Da aber Jene Voraussetzung 
nicht statthaft ist, so muss das drifte Glied der Stürungsfunktion doch festgehalten werden. 

Dagegen ist in anderer Weise noch eine Vereinfachung der obigen bäitwicklung gestattet. Man 
darf überall m„ = I setzen. Da nämlich beiläufig m = und »«, = 3GOO(H) ist, so findet man, dass der 

Factor »lo um den untnerklicben Druchtheil von der Kinheit verschieden ist. Ebenso darf man in 

dem letzten Gliede den Coefficienten I -1- »i m’ der Kinheit gleichseizen. Die Stürungsfunktion ist nun ■ 



a = -J- ( )’ r* (3 <> - I + ;-(B - 3 ,) + (35 - 30 8)). 



Zum Behufe der Integration der Storungsgleichungen bedarf cs, wie im vorigen Altschnitte gezeigt 
worden ist, nicht einer Entwicklung der Leitstrahlcu nach Potenzen von cunde, . Fis kann aucli die 

Entwicklung von s" nach Potenzen von tg’-y vermieden werden. Man hat desshalb, vgl. Si 23, ,v = p cos ir 

zu setzen, wo ic = « — «, -j- ist, und die Grössen p und «i' durch die beiden Gleichungen be- 
stimmt sind: 

tg' -^-sia a «. 

g* = l — sin* I u, , tg V = - - : . 

1 -f ip* - 2 ' 2 M, 
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Ks bleibt also nur noch librijj, die Potenzen von cos ir in die Cosinus der Vielfaclien von « aufzulösen. 
Man tindet; 

3 — 1 = 3 e* C'O* m — 1 =: “ e* — ] + C* cos 2 r . 



— 3a = 5 cos ^ to — 3 ecus w = cos w + 3ic . 



In dem drittcMi (iliedc der Stürunjtafunktion setzt mau ohne '^Veitcres p = 1 , weil die in Folf?o dieser 
Annahme vemachlässiptcii Bcstandthuilc ungefähr glcichartiK sind mit dem vierten Gliede der Störungs- 
funktiun. welches gleichfalls gestrichen worden ist. Man behiilt: 



35«* — 30«> + 3 = - 



.5 .3.5 

■ + -j,- CO* i tc + cos 4 *r . 



Dies .Vlies lienlcksichtigend schreibt man die Stürungsfuiiktion : 

e' - t + J I ("2 c* - 1) 8»cnsw+ ®- c*cos3h>] 

• + (-''-)'[9+ 20cos2« + 35co«t wjj. 

Au.sser U kommen in den Stömngsgleichnngen auch die Derivirten und vor. Die erstere 
ergibt sich sofort aus dem vorliegenden Werthe ß. Um die Entwicklung der andern Derivirten angeben 
zu können, muss man zu der anfiinglichen Form der Störungsfunktion zurUekkelircn. Es ist zunächst: 



iia 

tiit 



= 1. ( (s , +4 ,,5 - n + i (4)' f r _ 3 «jj . 



Setzt man wieder s = p cos ir, so hat man : 



[9COSW+ 7cos3 v]j. 



8 32. Ueber die in der Störmigsfunktion zu ventachlässigentlen Glieder. 

In dem vorstehenden Paragraphen habe ich die Entwicklung der Störungsfunktion so weit aus- 
gefnhrt, als zur Berechnung der Mondstörungen für nöthig erachtet wird, wenn eine Genauigkeit von 
0,1 Bogensecundc erreicht werden .soll. Wenn durch die Integration der Störungsglieder nicht auch 
solche Nenner entständen, welche einen viel kleineren Bruchwerth ausdrUcken als jener Coefficient ä, so 
dürfte man sich ohne Weiteres für überzeugt halten, dass die im vorigen Paragraplien ausgeführte Ent- 
wicklung der Störungsfunktion zur Erreichung des gesteckten Zieles ausreichend ist. ln Wirklichkeit 
aber bedarf dies einer weitern Begründung. 

Fassen wir nun diejenigen Glieder in.s Auge, deren Coefficienten durch die Integration überhaupt 
einen kleinen Nenner crlialten. Das Stürungsglied erhält durch die Integration den Nenner i, wenn es 

13* 
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Funlitiun von r, allein ist. Wenn gleiclizeitig der t'oeftieicnt von r, einen kleinen Brucliwertli darstellt, 
so gesellt sicli dieser Bnidiwerth als Factor zu dem Nenner /, des Integrals hinzu. In solcher Weise 
kann cs leicht vorkonnnen, dass der Zahlonvverlli des Integrals den des Störungsgliedes weil tlhertriflt. 

Der Ursprung jener kleinen Cocflicicntcn von r, führt auf die der Zeit prui>ortianaien Glieder in 
den Kleiucntcn oi und O zurück. Fs ist: 

jt =5 C05* " COS I M — w, > + sin* fos | m + , 

oder, nachdem umn h ~ O = r -j- (o und «, -f- O = gesetzt hat, 

M= cos*--^ cn»( f — 1 *. + « — M,l + sin* +r, + w + w. — 2t*l. 

I'is kmnnien demnach in der Störuugsfunktion vier verschiedene über jede Grenze hinaus wachsende 
Winkelgrössen vor; au.sser r und r, noch die beiden <» und 2 fr. ln der htörungsfunkliou ist die Potenz 
von .V Jedesmal mit Potenzen von r und r, multiplicirt. Denkt matt sich diese verschiedenen Potenzen 
lieziehungswcise tiach tg* ^ , e und r, entwickelt, alstlunn alle Producte trigonometrischer Futikliouen in 

lineare Funktiotien dieser Art aufgelöst, so tiuden sieh unter den neuen Gliedern auch solche, welche 
trigonometrische Funktion der Winkel ca und 2 0 allein sind. Dies sind diejenigen Störungsglieder, 
welche vorzugsweise berücksichtigt werden niiisseii, wenn es sich um einen kleinen Nenner der Integration 
handelt. Denn die Coefficienten der der Zeit proportiomalen Glieder in den KIcinentcn u und 2 ft sind bei- 

liluiig ar = und 2 v = 

Am ungüustigslen gestaltet sich das Störungsglicd, wenn es Funktion des Winkels a -t- 2)t ist. 
Mau findet, indem man von den genaueren Werthen wund2v Gebrauch iiiacbt, da.ss iu diesem Falle 

der C'ocflicicnt des der Zeit jiroportioualen Gliedes ein klcitier Druchthoil des Werthes-* ist. Das er- 
wähnte Störungsglicd findet sich unter den liestandlheilen des zweiten Gliedes der Störuugsfunktion. ln 
<ler nach i genommenen Entwicklung von .v* findet sich nflmlich unter den mit sin* multiplicirten ein Glied 

cos (2 (ii — II,) — (h -|- II,)) = cos (ii — H»,') = cos (r — !l r, ; — .S lo, -f 2 ft), welclies mit lllicksicht 

auf die beigefügten läctoren r und r, seinerseits ein Glied cos (ta — 3 oi, -7- 2 ft) im Gefolge hat. 

Die hier in lietracht gezogenen Sturungsglicder wären tthrigens viel zahlreicher, und würde auch 
ihre Anwesenlteit eine viel weiter ausgeföhrte Entwicklung <ler Störungsfunktion nöthig inaclien, 
wenn nicht der kleine Nenner, welcher durch die Intcgiatiou entsteht, ein Gegengewicht hätte in einem 
kleinen Factor, welcher deiit bctrciTcndcn Störungsgliedc seihst jedenfalls zugethcilt ist. Angenommen, 
die Potenz von ,« halm zu der linearen Funktion cos («i « 1 », h,) geführt, worin m und «1, jedenfalls 
imsitive ganze Zahlen sind. Wenn nun wegen der lujigcfögtcn Factoren r und r, die Winkel r und r, Weg- 
fällen, so ist es unvermeidlich , dass d.is von den Winkeln c und r, frei gewordene Glied den Factor 
erhält, welcher jedenfalls einen kleinen Ilruchwerth ausdrückt. Man sicht zugleich, dass Glieder 
der besprochenen Art in der Stürungsfunktion überhaupt nicht Vorkommen würden, wenn c = 0 unil 
e, = U wäre. Die Stüruugsfunktiuu enthielte in diesem Falle nur die Ireiijen Winkel 11 und »„ und gleich- 
zeitig mit r und r, würden auch die Elemente <a und 2 ft Wegfällen. 

Man kann sich nun leicht überzeugen, dass die in der Entwicklung der Störungsfunktion des 
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äi 31 wcggclaHsencn ülieiler, ungeaclitel. der etwa vorkomuiciidcii kleinen Intcgiationsnenner, in dem 
Integrale der Stiirungsgleichuugen in der That unmerklicli sind. In der nacli Potenzen von ausge- 

fiihrten Entwicklung habe ich das vierte ülied gestrichen ; fenier habe ich in dem dritten Gliedc i = 0 
gesetzt. Das vollstdndigc dritte Glied der Stiirungsfunktion stellt einen üruehwerth dar, welcher nahe 
hei der Grenze der verlangten Genauigkeit liegt. Der Werth der soeben erwähnten vernachlässigten 

Glieder ist Iteiläufig dieses Brudiwerthes. 

In der angegebenen Absicht bedarf es nur, dass man die Werthe der kleinen Intcgiationsnenner mit 
jenen Factoren vergleiche, welche als Potenzen von e und r, zu den vernachlässigten Gliedern hinzu- 
konimcn. Was «los veniachlässigte vierte Glied der Störungsfunktion betrifft, so finden sich einzelne 
Bcstandtheile uiultiplicirt mit cos — w,) , cos 3 (« — «,», cos i> (» — w,). Mit Rücksicht auf die liei- 
gefügten Factoren r und r, könnte ilas mit dem Factor cos (ir — «,) verbundene Glied am ehesten 
merklich sein. Man erhält, nachdem man die Winkel runde, weggebracht hat, au de.sscn Stelle das 

neue Glied e r, cos (o) — o>,). ln Hetrcff jener andcni mit sin* ^ nmltiplicirten Bestandtheile des dritten 

Gliedes der Slörungsfunktion bemerke man, dn.ss dic.selben einen der Factoren cos (» — «,) cos (h + “») 
und ros 3 (h — ii,) cos (it + ”■) haben. Au deren Stelle sind alsdann die Factoren cos 2 u , cos 2 ii , , 
cos (4 h — 2h,), cos (2 h — 4 h,) zu setzen. Unter den von den Winkeln r und r, befreiten Gliedern 
kommen die von den beiden erstgenannten Factoren herrtlhreiiden zunächst in Betracht. Dies sind die 
Iteiden Glietler c* cos 2 (la — d) und < ,» cos 2 (lo, — 0-). 

Man darf nun nicht au.s.ser Acht lassen, da.ss sich die Gocfficienten der weggclasseiien Glieder in den 
Störuiigsglieilern zum Tlieil weniger günstig gestalten als in der Störangsfunktion , welche soeben für 
sich genommen Itetnubtet worden i.st. Der Stöningsgleichung : 

I 1 . f/Ä rftt M, tfSl , 

*■ "äi ’’ ~ (is Tu. 7.‘ Th, '■ 

kann tlie.s allerdings nicht vorgeworfen werden; wohl aller den lieideu Störungsgleiclmngen ; 

II. + 

III. «• = -^ .-OS r (tt - r, + i*) +-■- . 

Wegen der denselben beigerügten Factoren cos r und sin r kann hier eine Einheit in dem Gocfficienten 
von c verloren gehen, ohne ilass zu dem trigonometrischen Glicde der Factor c hinzutritt, wie es sonst 
jedenfalls geschehen würde. In diesem Sinne erleiden die oben erhaltenen Rc.sultate eine äVandlung. 
wenn es sich um die Integration der Gleiehuugen II. und III. handelt. 

Eine andere Schwierigkeit, welche vorzugsweilie die Stiirungsgleichung: 

IV. — |).* — •2 sin' J (t sin r - 0 cos r) — e sin r (t cos r + « süi r)^ 

+ Ä - 2r, (q, + a) + J' + A' 

betrifft, kann ebensowenig wie die soeben berührte Schwierigkeit Veranlassung sein, in der Entwicklung 
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der StörungsfunktioD weiter zu gehen als ol)cii voi-gcsehcii worden ist. Es wird hier, weil das Element 
als Stüruiigsglicd vorkomml, die Stürung-sfunktiou einer zweiten Integration unterworfen. Dicjeuigcn 
Glieder von q,, welche mit einem kleinen Intcgrationsnenncr behaftet sind, erhalten die.sen Kenner nun 
zum zweiten Male, ohne das.s die denselben beigcfiigtcn Coefficienten iin Uebrigen eine Aenderung erleiden. 
Xachdein man den iii der Entwicklung der Storungsfunktiou weggelasseneu Glicdeni zweimal naeheiu- 
nnderden kleinen Integralionsnenner zugetheill hat. würde deren Vcniarhlä,ssigung in dem Integrale kaum 
noch gestattet seui. wenn sich nicht die Coefficienten elicn dieser Glieder von vornherein vorzugsweise 
günstig gestaltet hätten. .Man weiss, dass sich in der Gleichung I., welche zur Bcstiummng des Elementes 
q, dient, die Störungsfunktion mit einem weiteren Factor A vcrlmnilen hat Nimmt mau auf diesen 
l'mstand Rücksicht, so findet mau. dass die vorge.schlagcnen Veniachlässigungeii doch noch Iterechtigt sind. 

Oas Glied q, koniint zwar auch in den Gleichungen II. und lU. vor; aber die daher rührende 
Schwierigkeit macht sich hier nicht in gleichem Maasse geltend wie in der Gleichung IV. Denn 
diejenigen Glie<ler von q , , welche einen kleinen Intcgrationsnenncr mitbringen, erhalten deii.sciben nicht 
sofort zum zweiten Male. Wegen der beigefügten Factoreu cos r und sin r stellt sich dieser Integrations- 
nciiuer erst dann wieder ein, nachdem das betrelfcnile Glic«! anderweitig noch einen Factor e cr- 
lialtcn hat 

Indem man auf die beiden noch Uhrigen Stürungsgleichangcn : 



V. 



— Nt' sin 1 cus II sin 



iia 

ih 



VI. 

eingeht, findet man leicht, dass es gestattet ist, in der Entwicklung der Störiingsfunktioii bei einer 
noch geringeren Genauigkeit stehn zu bleiben als in den andern Störuiigsgicicliungen. Man darf das 
ilritte Glied der Störungsfunktiou hier ohne Weiteres weglassen. l>ies Ist darin begründet, da.ss die 
Derivirtc i den kleinen Factor sin i hat; dass ferner das Element fr, mag man nun die Coordinalcn- 
werthe des § 30, oder mag man die Störungsfunktion selltst in Uetracht nehmen, immer nur in .solchen 
Gliedern vorkommt, welche gleichfall.s den Factor sin i haben. 



• n9' = sin M stu Ns 



(iS. 

dn 



§ 33. Entwicklung der Störungsgleichungcn. 



Es steht nun nichts mclir im Wege, die vollständige Entwicklung derjenigen Störungsgleichungen, 
auf deren Integration die 'fheorie des Mondes berulit, niederzuschrcibeii. Ich verstehe unter der voll- 
ständigen Entwicklung diejenige Fonn der Störungsgicichungen, deren Glieder unmittelbar, ohne sonstige 
weitere Entwicklung, nach den im dritten Abschnitte gegebenen Regeln integrirt weriien können. Es 
zeigt sich, dass die .Anzahl der Glieder eine verhältmssniiis.sig geringe Lsl; und in die.scr Reziehung 
gerade zeichnet sich die Theorie des Mondes vor jeder andern Störungsaufgal« vortheilhaft aus. 

Betrachten wir zunächst die Gleichungen zur Bestimmung von a und t : 



Digitized by Google 




103 



II. = + 

III. , =-.-o.r(ß-r,^^ -«.+ rj+ i 

Xaclulcni man ilcii Werth des Elementes q, cins:csetzt hat, l>edarf cs nur noch der Suh-stitution des 
Ausdnirks Ö — r, -j'^. Die EntwicWuiiK 5. des ^ 31 gibt auf der Stelle: 

Ä — r, (*^) (-^) ^3 e* “ 2 + 3 cog 2 IC + e’ — 41 3 e cog r + 5 e* cos 3 «■] 

+ |j )’[» + 20cos2ic+35c(«4ir]j. 

Ein Itestandtheil des ersten Gliedes der Störungsfunktion ist Funktion von r, allein. Wo dies in der 
Störungsgleichung ebenso ist, hat man den Werth p* als Funktion von m, sogleich cinzusetzen. Es ist 

3 3 

■3 p* — 2=1 — .3 sin’ i sin* ii, = 1 j- sin* f + -j- sin’ > tos 2 ii, . 

Elx?n so schnell kann man die Gleichung zur liest immung von a aufslellen: 

IV. — — 2sin> 0' j = ^2 ^(isin r — «coar) — csin r(t cos c + c sin r)^ 

+ Ä — 2 r, ^ +n) + P+ X. 



Ausser q, hat mau hier einzusetzen: 






2+ Se>ros2ir^ +-~ -^ ( (Sc’ ” 4)3 e cot ic + 6 c* cos 3 k J 

+ ^ «»*<»•]) 



ln den drei andern Stömngsgleichungeu kommt die Derivirte Zur IJestimmung von q,,i 

und » hat man die Gleichungen: 

T _L • — Jl' U. ' 

*• 2 1- - du] ,f + dr, '• 



V. 



liil 

sini 



(sin (w — Uc) — sin (w + u,)) 



da 

da 



VI. 



— 2 n 4>' =s (cos (.u — M,) — CM 0* + M.)) 



da 

dii 



Mit Hücksicht auf die beal^Jichtipte F.ntwirkluni? bedürfen dieselben einer kleinen Umwandlung. 
Es ist : 



s = C05* 'Y cos f w — K.) + sin* ^ - cos (u + »,) . 



Daraus ergeben sich die beiden Deririrten : 
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— — cofl* sin (m — tt,) -f- sin* j- sin ) ii + «,1 , 



-= ros* ^ sin (« — M, I — * bin* 2'" *10 (“ ^ f'» ) ♦ 
welche ihrerseits zii der folsrcnden (•leichuiiK führen: 

+ + j- *i»i« + -'.) = 0- 



Mit deren Hilfe führt tmui die StiinniKSKleichunft I.. da s = p cos ic und — = p sin w gegeben sind. 

Uber in : 



a =- + .! ,U r,>+ dr/' • 



Die l)eiden anderen Stürungsgleichungen hetrelfeiid climiiiirc man sin (« — «,) und cos (« — «,) 
be/iehungsweise mittelst und«, und flihre dieselben dadureii über in: 



- < » »in j ^ 'J* + sin (ii + j 



da 

d« ’ 



— 2rtCns* *-P' = (« — fos(n + 
worin I den natürlichen laigaritlmnis bezeichnet. 

Die Entwicklung folgt unmittelljar aus der Entwicklung von Si. Die (Heichung I. 

betreffend kann hier nachgeholt werden, das-s wegen des der Stürungsfunktion l»eigcrugten Factors i das 
dritte Glied der Entwicklung vollständig gestrichen werden darf, elienso wie in den Stürungsgleichungen 
V. lind VI. wegen des hier licigefügten Factors sin i. Man schreibt also einfach: 

- d« = 2 (»' "" * " + ' j~J" r. Kt “ + T ® “1) • 

Ferner erhält mau auf (irtind dieser Vereinfachung der Störungsfunktion die Derivirte: 

welche aksdann wegen s — p cos tc übergeht in: 

" ~T (»'(1 + CO* 2if,n- e' - I) e«)sio+ eicosSicjj . 

Schliesslich hat inan noch die Entwicklung von das Eincinal mit sin (« -f- «,), das Andcrcmal 
mit cos (k + «,) zu nmltiidiciren. Mit Hücksicht auf die .Abkürzung ic = « — u, — f findet man : 
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»in(«H- ii,]^ = i»j)>(^)’('-)’*iii(ii + M,1^Spcosr+ *' ' | Y c’ - • + |- »'cm*» | j 
= -j- 1‘^’C^O - '») + »in (*M + #l) 

+ ipj!! ~ [( f> — l)«inOi + u,1 + Y »'(»in l* 2 ■;’) + «•'' (3“- «. + *<>)) ■ 

Ebenso findet man die Entwicklung: 

= t’ (■^)’cos(ii + ii,>^!iec»sir+ ^ Y I Y'’~ ' T*’'®“’**'!) 

= Y “ *) + co»l.2«+ *.i) 

+ Y ((y»' ~ l) c‘'»(» + ».1 + J »' (cosfS 2«) + co«(8 «-B, + äi(.)) ij. 

Das erste Glied jedesmal in diesen Entwicklungen bedarf einer Uniwanillung, insofern es Funktion 
von r, allein ist. Iin S :J0 sind dessbalb die beiden Ulcirhnngen anfgestellt: 

(I cos V ^ cos’ Y + CM * . » sin v> = sin* J sin 2 u, . 

Dar.aus erhält man sofort, zum Hehiife der rmwandlmig: 

9 CO* (3 H, — ip) = CO«* coB 2 u, + sin* » p sin (2 u, — = cos* sin 2 «, . 

Zur Bestimmuujz von 9, liat nian nun die Gleichung: 

I. 2.’ = 3 J*|)>( (-^) (»’ S“ * *c + " f ( 4 »*- l)e*sinic+ YOSinSw Q 

— c sin* Y i’j»’ ( ) ("^) ^cDS* ^ sin 2 M, + e sin (2 n + ic) 

^ + + '4 '* (»>n( 3 «, — «- **) + »iu(SM-«, + 2V>)) 

— Sl’p*(^) (-^) c,sin f, ^ * e* — 1 + -®- e’cos2ir + Y fCS»’ — ■*)»«>»»+ Y e’oosSfJ j . 
Zur Bestimmung von i hat man die Gleichung: 

V, »('»mY) =T‘’t'‘(^)’(Y)’('’»i"*'c+^ Yt(T + 4-«’""® •®j) 

^ 2* f’ ® 

+ Y [ (y»’ ~ ') “™ “ - 2 >»)+ sin(3li-», + *<e))]j 



Der Knoten d bestimmt sich aus der Gleichung: 



14 
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VI. »ro5> r=- (y>’^p>«.| 2 ir+ _r. p ,1 _ I) J C0ä„.+ ^ p^cM.^itQ 

+ (^-) (-^) cos’.j cos I (1 — cos 2 «,) + »CO» |2 II + 

+ y I ( 2* — >} cos Ml + w.>4- (cos i.2n, — « — 2«i) + co»(3 m — ». + 2 ci)) Q 



§ 34. Integration der auf die ersten N'iihcrungen cinwirkciidcn Störnngsglicdcr. 



Mit Hilfe der in dem dritten .Alisehnitte gegebenen nediirtionsgleichungen kann man nun leicht 
die erste Näherung der Klemente his zu einer ladiehigen iTenauigkeit aufstellen. Ich liegniigc iiiirh hier 
mit den IIan|itglicdern der ersten Näherungen. Irli henlisiclitige nämlich, die Integration der Stiinings- 
glieder erster Ordnung nur so weit auszurdliran. als sich der Zahlenwerth des Integrals von dem Einflüsse 
der Stiiniugsgliisler zweiter Onliiung unahhängig zeigt. Hoch sollen darunter nur diejenigen Stünings- 
glieder der zweiten Ordnung verstanden sein, welche durch die Integration nicht einen kleinen Nenner 
erhalten. Wenn dieser letztere Fall eintritt, so sollen diesellien gleichfalls herilcksichtigt sverden, damit 
eine einigcmiansscn hrnnrhhare .\nnäherung erreicht werde. Es lässt sich nachweisen , dass die .kli- 
weichung der auf ilicse Weise herechneten Oerter von den heohacliteten höch.stens einige wenige Itogen- 
ininuten ausmacht. 

Die grö.sste der vorkommenden Störungen, die Evection des Mondes, ist heiläufig gleich j Grad 
und stellt also heiläufig den liruchwerth dar. Daraus folgt, da.ss sich an die vorhin aiLsges|irochene 

Ahsicht, die Grenze der Genauigkeit in den zu herecimemlen Näheningen lietreffend, die Forderung 
anschlies.st. in dem ersten Gliede der Stönmgsfunktion ausser den grüssleii lh‘slandtlieilen noch die mit 

e multi|dicirten, und von den mit e* oder mit sin* ^ multi|dicirteu BestamUheilen auch noch diejenigen 
lieizuhehalten. welche dureh die Integration den Nenner ä erhalten. Alle Uhrigen Bestandl heile in dem 
ersten Gliede der Störungsfunktiun dürfen gisstrichen werden. Dagegen sollen noch von ilen in dem 
zweiten Gliede der Störungsfunktion vorkommenden Bestandtheilen die von e unahliängigeii herück- 
sichtigt werden, wenn auch nur für den Fall, dass sie Funktion von r, allein sind. 

Es sollen zunächst die Integrale der einzelnen Stönmgsglicder ziusamraengestellt werden , welche 
UlKM'hau|it herUcksichtigt wcnlen mü.ssen. damit sich die verlangten Näherungen aufstellen lassen. !5o 
lange es sich um die Störungsgleichungen 1, hLs IV. handelt, ist die Intcgrationsarheit durch den Um- 
stand erleichtert, dass der Winkel r, immer nur in der Funktion 2ir = 2(r — r, -f o) — «,) vorkommt. 
Au» diesem Gnmde hat die Beständige c, welche in die erwähnten Reductionsgleicliungcn eingeht, in 
den zu integrirenden Störungsgliedern jedesmal einen und dcnselhen Werth. Es ist in dem dritten .Ab- 
schnitte ahkürzend m r — w, r, = » , und m, i = a gesetzt worden. Indem man den Coeflicienten von 
f, und den Coeflicienten w des der Zeit iirnportionaleu Gliedes zu.samnienfnsst. welches in dem Elemente 
0 ) vorkommt, findet man a = 2 (ä — w). 

-Alts der ItiMluctionsglcichung 13. des § 25 erhalt man, wenn n = I und 2 ir — r an die Stelle 
von ti gesetzt winl. 
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»' , XI 1.«»' , .. . . ■ 

— CO* (2 »t — =s , .1 rc<rt(ä «■ — 2 r). 

p I — a 

Der Coeftirient A ist Kuaktiun von n unil c*. Um dcnsellien müjjliclist ra vercinfaclu n. ohne ilcsshalb 
der verianftten (ienaui^koit Eintra;,' zu thuii. setze man darin >■* =- ü. Ferner denke man sich densellien 
nach Potenzen von a enttvickeU. und nehme in diese Entwicklung keine höheren Potenzen von h auf 
als die zweite. Da hier wegen n = 1 

ist, so fimlet man den Coeffirienten : 



.4 = 



n- 2« 



(.-«.(1-1) 



' = ± + A 

2^4 



«+ • 



Man kann demnach die folgende Gleichung anschreil«en: 



r , . , »0.«V f 3 , 5 , K , 

•-'*»(2<c-ri = .j- ^ + ^-« + iC, 



wo das letzte Glied durch die Integration den Nenner a erhält. 

Bei der .\ufstelhing der Funktion .«(!,«) hat man, den andern Vereinfachungen cnt.si)recJicnd, 
in den Coefrteienten der mit c niulti|ilidrteu Glieder nur die erste Potenz von « zu berücksichtigen. 
Es ist: 



rrr"^ = f 1 ^ 7 ® - T f * + r “) (y)*' (y)^ «»(*»•- 2 rj . 

Indem man ferner die trigonometrischen Funktionen linear macht, erhält man; 

71: “J = , J (3 « - r) - ^ (1 + ^ «) ( ^ )’c.i« 2 a- + -^ l + (-^)’c .in (2 .c - 2 c) . 

Man gelangt somit zu dem Integrale: 

^ycos( 2 ic-r)i«= j-i-ysin( 2 je-f)- j (l+ / “)(^ )”«*'” 3" + 4 (' + ö)( y)**»'“ ~ ^ • 

Wenn ferner n = 2 und 11 = 2ie gesetzt wird, so geht die Reductionsgleichung 13. über in: 

(— ) cos 2 IC ^ — .4 c — cg» (2 IC — c), 

1 -— 



wo man in der Entwicklung von .1 nur der ersten Potenz von « bedarf. 
Man hat hier: 
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und man findet dessItaU): 



;■ -■(7TT:x;_-y 

. 1 5 — 2 a 



Mit Rücksicht auf die Oloichung 7. erhält inan alsdann: 

9. ( ^)coB2it =-^ + c»co.liif-2r). 

' 'a" 

Man bemerke nocli, dass auch hier das letzte Glied durch die Integration den Nenner « erhält. 

Zur Bestimmung von s('2, «) hat man die Gleichung; 

- “T 

Man mache die trigonometrischen Funktionen linear, und man hat: 

= 2 ^( 7)'“" *'^--6 0 + '« + 

* T 

Da es gestattet ist, in dem dritten Gliede den Factor (y)* gegen y zu vertauschen, so hat man weiter: 

3 ^ 3 j 1-B 

2 

= r-1, ( j)’**" “ - -3 (' + -« “ ) (7)’* «!“(*“■ + ')- ^ (‘ + ”2' “ ) 7 ' ““ (* -e - e) • 

Mit Hilfe dieser Gleichung gelangt man zu dem Integrale; 

J 2 fc dt = ~ (y)*«“ 2 « - ^ (l + |- « j (y)'e sin (2 w + r) - ^ « sin (a ic-r) 

+ -g- e*J cos (2 w — 2 f) dt . 

Man setze nun n = 3 und h = 2 le + r. Die Heductionsglcichung 13. geht über in: 

(“) cos (2 IC + e) = — ,1 e (— ) cos 2 ic , 

’~T 

wo in die Entwicklung von A wieder nur die erste Potenz von a aufgenommen zu werden braucht. 
Man findet hier; 
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6 -=; 



1 - 



und nlsdann den Coefficienten: 



7-2« a /"i I 



Mit Rücksicht auf die Gleichung 9. erhält man die folgende Gleichung: 

II ^ »(*.«>■ t z-, ,11 \ *(*,aV 



Die Funktion s (.'1, o) erhält den folgenden Ausdruck: 



(f )’ »« (* » + r) - V (y V« “» r C08 (2 «: + c) - ^ (y )*« sin 2 

' "3 

Diese Gleichung geht über in: 

«+'•)- V (' + 12 ") (y)‘‘ (*■' + *'•) + T (' - ) (y)*''*"**' • 

’ 's' 

Mit Rücksicht auf die Werthe * (3, o) und s(2, a) erhält man das Integral: 

12. J (y)’oM(2ir+ r)ä( • 

= 8^ (y)’"" C2 -r + ") - -^1 + Jä “) (y)*‘ «u (2 «, + 2 r) - -® ( 1 + ■ 

nachdem man in dem letzten Gliede des Werthes s (3, «> den Factor (y)' gegen (f)' vertauscht hat. 



Indem man in den vorliegenden Gleichungen Ulzerall 2 tu gegen 2 ic vertauscht, gelangt man zu 
ähnlichen Integralen, in welchen unter dem Integralzeichen der sinus an-statt des Cosinus vorkommt. 

.Ausser den jetzt betrachteten homogenen Storungsgliedem liegen noch einige andere vor, welche 
als besondere Fälle der vorstehenden aus denselben liergcleitet werden können, indem man d = 0 setzt. 
Unter dieser ^Annahme erhält man au.s 8. die beiden Integrale: 



j — coscdl = “8inp )cBin2c i dt , 

p p t'.pZ 2 J 

— j — tia vdl = — co»v j (— ) « (cos 2 v — 1) . 

J P P *'‘P' ^ ’ 

Die nicht homogenen Sttirongsglicdcr, welche bei der He.stimmung der ersten Näherungen in Be- 
tracht kommen, gehören der zweiten Stufe an, und sind als solche mittelst der Reduction.sgleichung 18. 
des § 27 zu integriren. Vertauscht man wieder ii mit 2 tc — f, und setzt man n = 3 und »i = 1, so 
geht die Gleichung 18. über in : 
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cos (‘iw — c) = Cs (3, — I, — «y — .4 1 cos 3 »c + Ji -~co9 (2 ir — r) . 

In der Entwicklung der Coeflicieiiten C und H berücksichtige ninii die zweite Potenz von a, in 
der des Cocfficienten A bedarf cs nur der ersten Potenz von a. Man findet zunächst: 



‘+V 



~ B + 35 

Daraus ergeben sich die Coefficienten: 



1 + *- a 



£= 



Ft)(-v) 










V «0 )■ 





5+S«+-- 

» ^ 

. . 79 . « 



5 48 85 

T ■" 36 '36 ' 



Man sclircibt deüshalb die Gleichung: 

(-i.)’ «,8 (2 w - 0 ) = C» (S - 1. - «r - ^ (l - ^ o] (y )‘c cos « ^ + II «-] ^ cos (2 » - r), 

welche mit Rücksicht auf die obigen Gleichungen 7. und !1. übergeht in: 

.o ec^l „ , „ , . 7 y. 43 ^^«(2.ay , y 5 43 , !U> .^»(boV 

13. (-)cos(2«-c) = Cs(3,-l,-.y- ^ + 

- ( * + n + «') c cos (2 w - 2 c) . 

Zur Bestimmung von s (3, — 1, — «) findet man lüc Gleichung: 

-Cj(8,-1,-«) 

= ("3 - W “ + 0 “’) ( i (*“-•■) + 4 (' - “) ij)‘ «M (* “ - 0 + (-“ )‘‘ »in * » • 

Macht man die trigonometrischen Funktionen zu linearen, so ist: 

-C.(8,-l,-«) 

= (4 - M “ + 4 («■'-■’)+4(‘“'^“) (y^*' - 4 (* - W “} (y )*‘ (* » - 2 «) ■ 



Digitized by Google 



III 



Man darf mm, um melir (ileifliartigkoit unter den Gliedern zu erzielen, die Funktion a (1, n) 
einer kleinen Aendcruiig unterwerfen. Das mit e* multiplicirte Glied der Gleichung 1 = — ccosry 

vemnehlüssigend erhält man ~ a cos r. Es ist gestattet, diesen Werth ~ in das erste 

Glied der Funktion a(l,a) cinzusetzen. Man lx:hält dann; 



T-^‘ = (y) 02 «• - r) + -f (' + 4' “) (y)”' «» 2 f +4 (* + 4 “) (y)”' ®- * ■■)• 

Ferner ist es gestattet, in den mit e multiplicirten Gliedern die Factoren (y)* SCS®" einan- 

der zu vertauschen. Mau gelangt dann zu dem Integrale: 

14, j (4) <»*(2rc — e)rf( = (1 -I- « -I- «’) ( 4 (2 e) -e 4 +4 “3 ^4'^ 

+ ( st + 7 I) (y )’' *>” “• - * cl - (4 + 4t “ + Is“ 



Das Integral J ( 4)^610 (2 ir — <•) ilt wird aus dem vorliegenden hergcleitet , indem man in der 
Gleichung 14. überall 2 ir gegen 2 ir vertamscht. 

Es Rind auch noch die Integrale derjenigen nicht homogenen Glieder aiifzuzeichncn. welche sich 
aus den soeben integrirten durch die Annahme « = 0 herleiten. Man darf dann die beiden Integrale 
schreiben; 

J (y)""’ '■ * = (y)*"“ " + 4 (y)*' ^ ~ 4 \f 

- J cnsr-l-,, (j)cco»Sct. .^j(j,)c. 

Die Reductionsgleichnngcn des dritten Abschnitts geben das Integral eines Stöniiig-sgliedes mit 
grosser Genanigkcit. Ich muss Itemcrkcn. dass die liechnuug weniger geeignet ist, die Vorzüge dieser 
Iteductionsgleichungcu in ein vortlieilhaftes Eicht zu stellen, so lange man sich mit einer so geringen 
Genauigkeit, wie im Vorstelicndcn , begnügen will. Es lassen sich dann vielleicht iiocli andere Wege 
cinschlagen, welclie gelegentlich schneller zu diesen genäherten Integralen führen. Fenier könnte cs 
wolil hennstandet wcnlen, dass in den voi-steheiiden Integralen die beständigen t’oefficienten naeli Potenzen 
von ß entwickelt worden sind, /u einer solchen Darstellung ist selbstverständlich in keiner Weise 
eine Nöthigung gegeben; vielmehr würde diese Darstellungswcise, wenn es sich nm die genaueren Werthe 
der betrachteten Integrale handelt, wenig emiifehlcnswcrth sein. Ira Vorstehenden habe ich mehr darauf 
Bedacht genommen, dass bei der bcateiehtigten geringen Annäherung die Coefficienten als Funktion 
der unliestimintcn Grössen e und a in mögiiclist einfacher Fonn vorliegcii. 
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S 35. Die erste Nftherung des Parameters. 



Um die verlangten Näherungen zu erhalten, darf ich mich in der (tleichung I. auf das erste 
Glied der Sttrungsfunktion beschränken. Das Element g, bestimmt sich dann, vgl. § 33, aus der 
Gleichung: 

I. %' = » p.' ( ^’ )’ (y )’ («in * “C - y ' sin 2 u, j 1« ji.> /(y ) r, • 

Das letzte Glied kommt hier nur dcsshalb in Betracht, weil der von c unabhängige Bcstandtheil 
durch die Integration den Nenner k erhält. Man setze dcsshalb in diesem Gliedc y = 1, und man fin- 
det das Integral: 



Ganz dieselbe Rücksicht ist bei der Integration des zweiten Gliedas zu nehmen. Setzt man hier y= 1, 
so erhält man das Hauptglied des Integrals: 

~ilj ^ ^ sin 2 m, dt =: — 2 (■”) «in 2 «, d c, = cos 2 m,. 

« 

Die Gleichung I. geht demnach Uber in: 

g, — 3Vp,^J (^-) (-^) «in2icdt + (l + ^ sinGcos 2«,j . 

Die Integration des ersten Gliedes bewerkstelligt sich durch die im vorigen Paragraphen nuf- 
gestclltc Gleichung 10. Man erhält auf diesem Wege: 



J (y )‘ (y ) * “ * = ( Cy )* «« 2 ic + -^ (i + ® «) (y) ’e cos (z « + c) 

+ Y (’ + V “) y * *** (* “ ~ •■)) + T ‘’J ( * 0 * - 



Um noch das letzt« Cflied des Vorliegcmicn zu integriren, darf man schreiben: 

i / (^'ysm(2w — 2r)d(= / (2 w — 2 r)<Ir,= — «is(2*r — 2 r). 



.Wenn dies äUIcs oben eingesetzt wird, so findet nian: 
q, = i> jo,> (^) X «* W)8 (2 w — 2 r) + -?- ÄiD* I CO« 2 

+ ä k‘p.' Cy (y) “« 2 w + (t -®- «) (y)V co,( 2 w+r)+A(i + 
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Dos Element tj, kommt zwar in «len (.'oordinntenwerthen uielit vor. Man miis.'; al>cr die erste 

Näherung von q, kennen, l>evor man zur nestiinimiiig der Elemente ata schreitet, weil q, in den 

Stöningsgleirhungen II. III. IV. vorkommt. Damit sich die einzelnen fiUeder von 7 , an die Glieder dieser 
Gleichungen leichter anschliesseu, dürfte man in der zweiten Zeile, mit llUcksicht auf den kleinen Werth 

des Kactors i’, an die Stelle von auch setzen. Damit ferner die Gnlsse <l nicht anders als 
in dem allen Gliedern der Gleichung gemeinsamen Factor vnrkonime, dürfte man im Uehrigen 

l gegen ^ vertauschen. Es ist genau “ = ^ — sr, vgl. Ü34. Da aber IteiUiufig .v = ist, so kann 

man immerhin auch diese Vereinfachung zugestehen. Man behält den Werth: 



15. q, = - 1’ p,' ( ** ^ ^ ‘ CO» 2 

+ + ■*■■■« “)(,^)’ccos(aie + r)+|-(l + cco» t2w- e)j . 



Eine Integrationslieständige hiaucht hier nicht beigefilgt zu werden. Dieselbe würde Imi der 
Sul>stitutinu von 7 , in die oben erwähnten Stöningsgleichungen mit der willkürlichen llestandigcn a Zu- 
sammenfällen. welche dem Integrale der lebendigen Kraft entsprungen ist. 

Das zweite Glied der Störungsfunktion, wiewidd sich sein Verhältniss zum ersten Gliede in dem 

kleinen Bruchwerthe darstellt, enthalt dem ungeachtet einen Bestamitheil , welcher in den Stömngs- 
gleichungen II. und III. nicht mehr vernachlässigt werden ihirf, weil derselbe durch die Integration 
einen kleinen Nenner erhält. Dagegen darf hier der von sin’ 1 abhängige Ilestandtiieil des ersten 
Gliedes der Störungsfunktion wegbleilaui. Die in solcher Weise vereinfachten StörungsgIcieliungen 
schreiben sich nach § ,3.3; 



- t- sin c (t> p.> jV I -f 3 cos Z w + J cos -r) - 7, j 

• =c 7 Co«i (i*P.’ (',!;/ Cy)"(' + +• C0.1C)-,,) f |oc . 

Bei iler Substitution von 7 , darf man von ilen sechs Glicdeni des obigen Werthes 15. das zweite 
und dritte vernachlässigen. Die ixüden Störungsgleichungeu zeigen dann die folgende Form: 



II. - r' = l‘p.‘ ( sin c ( (.i)'- + ä] 

III. ^ + J(j+ 

worin man abkiirzeiul go^^'hiiebon 



ie = 



3 4 
2 2 



ä (7) «■ - T (j) e cos (2 ir + 0 - -- « (l + «) jecos (2 ic - y) + — — — (— ) cos ic . 



Indem man die Integrationen des vorigen Paragmiiheu zu Hilfe ninimtf und nelHmUei auch von 
der identischen Gleichung ^ = ^-^j*ccos r Gebrauch macht, findet man die Integrale: 
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■ J f ^ f y- 'i-)-^ "" = 4 (4)’ ( (t)’”’ ■■ “ T (■f)“' <■«*■’ + t cf/' ) • 

Das letzte Glied der erstereii Zeile betreffend erhält man eine liimTielicnde Genauigkeit dureli den 
genUberten Werth: 



Die der Zeit jiroportionalen Glieder im Intcjtralc der Gleichung III. können den Aufstellungen 

des § l.T zufolge durch die geeignete Wahl cler willkürlichen lieständigen a fortgeschafft wenlen. Das 

vorliegende Glied dieser Art fallt in der That weg, wenn man sich zur liestimmnng von « der Gleichung 

j- n = -J i’jio’ Imlient. 

Das Vorkommen der Elemente a und t beschränkt sich auf die beiden Aus<trücke r cos r -- o sin r 

und T sin f — a cos e. Man ist daher veranlasst, auf Grund des Vor.5tehcnden sofort die . folgenden 

Gleichungen anzusebreiben; 

( (f )’'»* ' - f Cp /' '<« 2 -’ + 'e ( ' + ( Cf)’"" ' - fef )”' »ia 2 V ) «n r = ( f )'+ 

/ / r ,3 t / c , , ItJ . r .2 t . f / c ,3 , I /■ c V* • n A tl , r . 

[ (y)'«'--- 4 -( 7 )"''‘ 2 r+ ^ (™) ejsinr- m t _ - (_).s,„2r jcosc = (-) c sm r . 

Um nun zu den von ir abhängigen Gliedern der Gleichungen II. und III. Uherzugeheu , bildet 
man zunächst die beiden .\nsdrttcke: 



— cos r 11 = ‘ (yf ^eo> (2 «• + r i + ro» (2ir - r) j + y (f yco« (w - r) 

— (“) f ^cos(2 IC 4- 2 r) + cm 2 *r^ ^ « (1 + ^ «) (“) + co* (2w — 2 

»in c Ä = 4 J E “ ( p )’ (»in (2 «■ + r) - »in (2 «• - . )) - .{* -1 ) '.in (w - rj 

— (2 IC + 2r) — sin 2«*^ — ^ C* 4" ")( ^) 2« — sin (2ic — 2 r)^ . 

Mit Hilfe rtcr Gleichung 12. des vorigen Paragraphen erhält inan die zusammengesetzten Integrale: 



J C>; )’(f 2 - ÖCf (« « + o - f (f )*«"• (Ü «• f 2 V) - 4 n (f j’cco» 2 «•) dt 

= f Cf,’ )’(c* + 12 “ + “’)C p + ■•)- 4 l* + “) (f )*c»ia( 2 ic + 2 c)- 4 (1 + jj “) (f «■). 



-/c^r)X-:4 

=fCf)’(0d- 



I "Cf)’"" (2 «■ + r) - (4)‘c .in C2 « + 2 c) - 4 « ( '-)** 2 w) dt 

i'^ 2 “+ li“’)(f )’'®>f*''+')~ 4 ^''^ c^)*'""(*“’+®‘')“ 4 c* 12 



") cf )’'“»*•')• 
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Indi«! man ferner in der (jleielmiiK U- <les vorigen I'arngraidieii den Factor ilc» dritten 

Glietle» auf der recliteii Seite der Einheit gleicliset/t, um dasselbe dem vierten Gliede gleicliartig zu 
machen, schreibt man das einfachere Integral: 

C p ) — r)d( = 1 +„ + «i| ,in(iir— r) + -]-(t + ® a) ( 2 lej 

+ !y (1 4 « + n’J ' sin (2 «• - 2 t> . 

Man gelangt alsdann zu den zusanimengesetzen Integnilen: 



J p ’ + j;;co,(r-r)]d( 

=^v(r;y(c+ ! “+ " 1 (‘ + l2“)(;, 

+ r(> +Ü“ + 

= Tt.f;^T(-' + -4- “ + -g'"0 (y)’ "■-'■>+ t(' + T5“) (,y)%€0S2wj 

. 15,, , 31 . T« f r» r, a ^ 1 /*. 2 'v 

+ T " + 2 U “ + V. y y - Td 2 , >7 ■ 



Man ist nun im Stande, die ersten Näherungen der beiden Veiänderliehen r cosc i-ffsinr und 
r sin! cosc sofort anziLschreiben. Man finilet: 



I Cüs c 4 ö »in c — 2* p,* ( ^ y ^ ^ ^ ^ p ^ r c«« c ^ 2 p,* e t, »in r »in r, 

4 2*p,>(^)’C^{l4^«+*^n>) (' j'c 8 2«.- i],(;i4„)(.7-)*,c..s(2ir4n-g-(l fJ!*«) (y)‘cro»(2«-- r)j 

- (y) (I (* + 4 “ +T “’t (y)*™“*'' +|(.* + 1*2 “) (y) rcnsCgBFr)^ 

15 . 81 73 I), -p, , , 15 ii),» Ma 

-t(' + 2 ö“+ 4o“)^ + 



Die Glie<ler der zweiten Ztnle dieser (ileichung lassen sich mit den entsprechenden nnchfolgeinlen Gliedern 
vereinigen. Man darf ferner nicht aiLsscr Acht lassen, da.ss ilen oben aufgcstellten Näherungen der 
Elemente r und tf z.wei Integrationsbeständige r« und «o beizufligen sind. Die lutegrationsliesfändigc o„ 
soll nach den Ausführungen des § 13 gleich Null gesetzt werden. Dieselbe findet einen Ersatz in der 
Integralionslieständigen c der Gleichung r = (4 J*- Auch die andere Integrationsbe.ständigc r, dürfte 

gleich Null gesetzt werden, weil sic in der willkürlichen lie.ständigcn e einen Ersatz finden kann. Es 
wird sich aber zeigen, dass cs vorzuzichen ist, diesellte neben der Uesländigen e vorerst unlwstimmt zu lassen, 
um gelegentlich noch anderen Rücksichten Rechnung tragen zu können. Setzt man schliesslich in dem 

15* 
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ersten Glied« rechts der obigen Gleichung anstatt des Factore 1 -f- *’■ e cos r den Xälicmngswerth 

so hehiilt mail die folgende Gleichung: 

(t — T,i C08 r + c bIh r = 1 * ^ sin rsio r. 

- »’b-’ (—)’ ((1 + n “ + b»«') (y)’«*« « + + ^ «) (y)‘<'c<*si;g «•+ r)j 



IG. 



~ 4r (2 + > Jl* P»* “ cos «* — c) + — cos if , 

ö « r, • ib ; p, 



Die ando’c der l>eiden ölten erwähnten Veräiiderliclien betretfeiid findet man: 

1 8UJ r — ff Cüses= t*)v ( 1 ( ) cjsi« c + — tp«*«»/ C08 r *m r, 

24 r, - p ■' 4 ' 

- i’ p.* (fo’ (1 (.* + H “ + ^ * «■ - rd * ’ + )'f »iiU-2 ic+r)- |(l + J;| «) ( yj'« Bia (2 IC - r) j 

- (I ( 1 + f « + V «■) ( ; )’»i« 2 «■ + I (1 + «) (-^ j*c »i« (2 a: + r)) 

- V ( ‘ + W “ + 40 “‘) - 't; «" (* -c - rj + -,g sin IC . 

Indem man hier wieder die Gliedej' der zweiten mit den cnt.siirccheiiden nachfolgenden Gliedern verbindet, 
indem man ferner die lutegrationslieständige Tj eiufUhrt, und in dem ersten Glied« rechts den Coefficienten 

ahkUi-zend gleich -J setzt, gelaugt man zu der einfacheren Gleichung: 

17. (v — T.) fiia c “ ö COS c = t* ) C*^) * *t* ^ P»* r«, cos r sin r, 

- 11 11.1 ( ( 2 ( 1 + J| B + „1) ( / )’si„ 2 IC + ( I.) (S)C sin (2 IC + t)) 

- - C2 + 2, 6 a + 2, 7 «1) 11 J 1.1 - sin (2 ic - r) + V' - «" «•■ 

o <t r. Jö / wi P* 

Die Gleichung Ifi. liefert den Parameter, der Gleichung 17. bedarf mau zur llerleitung des 
Elementes w. Im § 13 i.st zur llestimmung des Parameters die folgende Gleichung aufgestclit worden: 

P* — Pt* + = 8 (t cos r + ff sin r) . 

Indem ich es vorziehe, der IntegimtionsbestUndigen die Bezeichnung — pg* tq anstatt Tq zu geben, führe 
ich auf Grund der Gleichung lÜ. die vorliegemle Gleichung über in: 

18. i — 8 t, cos r + ^ lec, sine siu r, 

— ^2(1 + 1, 56 « + 1,9 cosSir + -g-Tl + 1,4 «)(-^) fcos(2ic + c)^ 

— “ 11 +'1,85« + 2,3«*) ^ecosC8 w — r) + ^"-costr. 

4« ‘ r, r “ f *N P' 



Digitized by Google 



in 

Koi ilor Intogrntion der GleichmiRen II. und 111. liegeffiiol iimn grösseren Schwierigkeiten, als 
irgend eine der übrigen Stürungsgleichungen bietet. Man hat schon vorhin gesehen, dass man, um die 
verlangten Xähcrungen her/uleiten, das zweite Glied in der Entwicklung der Slürung.sfunktion berück- 
sichtigeu niu.ss; während dasselbe in den übrigen Stürungsgleichungen vernachlässigt werden darf. Eine 
grössere Schwierigkeit zeigt sich liei der Integration der Störungsglieder zweiter Onlnung. In den 
Uhngcn Störungsgleirkungeii sind dieselben von solcher Art, dass das Integral des einzelnen Gliedes 
jedesmal eine Ilogenmiiiute nicht beträchtlich übersteigt. In den Gleichungen II. und III. aber fimicn 
sich einige Slönmgsglieder der zweiten Ordnung, deren Integrale des beigerdgteu kleinen Nenners wegen 
einen über diese Grenze weit hinawigehenden Werth haben. Wenn die in der Näherung weggclasseneu 
Glieder einzeln genommen eine llogenminute nicht Ijcträchtlich überschreiten sollen, so versteht cs sich, 
das.s derartige Störungsglieder der zweiten Onlnung nicht unberücksichtigt bleiben dürfen. Ein Näheres 
darüber kann erst unten gegeben werden, nachdem man auch die erste Näherung von a auf- 
gestellt hat. 



g .36. Die erste Näherung der Längen- und Breiten-Störung. 



Nachdem mau die Elemente q, 0 und r bestimmt hat, gelangt man auch zu dem Elemente 0 . 
lu der Störungsgleichung IV. darf man, um die (dien verlangte Genauigkeit zu erreichen, die Störuugs- 
funktion auf da.s erste Glied derselben beschränken. .Man schreibt daher die Gleichung; 

* ^ 2 (t sin c — « cos c) — e sia c (t OOS r -f « sin r) ^ 

— t’p«* 4.8 cos2hi + * sin’i cos 2 a, j -i-'-® (g. a) , 

Srt 7 

worin ^ zu setzen ist. Bei der Substitution von q, dürfte man in dem olien gefundenen 

Werthe 15. nur etwa die mit a®c multi|dicirten Glieder streichen. Die Gleichung IV. geht dann über in: 

^ 2 (t sin c — o cos r) — < sin r (r cos s -f o sin c)^ 

(~f) “*) + ^4 2sin>icos2i(,j 

-- 2 *'j’>’(fr) [j— (y)co»2ic--j-(y)ccos(2ic-bc)--j---ccos(2ic-r)J . 

Die Integration bietet keine besondere Schwierigkeit Man findet zunächst: 

/ ( ^ - * ( >: )’f ' ““ * • 

Daraus folgt das zusammengesetztere Integral: 
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Bei einer (;enaueicn liedinuug wiirile man in dem Klcinente u das mit I inultiplirirte (ilied von den 
mit r, Hiultiidicirtcn unterscheiden. Das erstere entsteht durch die Integration des beständigen Gliedes 
3 

^ n. ln allen übrigen dahin gehörigen Störungsglietlern gibt die Integration angemessener den Winkel 

r,. Man kann übrigens leicht die eine Form des Integrals auf die andere üurUckrühren, da sich be- 
kanntlich die Dili'crenz r, — It als trigononietrischc Funktion von c, darstellen lässt. 

Die Gleichung 10. des § :!4 gibt das Integral; 



J ^ 2 rrrf( = (^* )'sin i «• - * (l + siti (2 + r> - | (1 + y f ^>u 1 2 «■- r 



r.f» 

2 «' 



sin (2 »c — 2 r) . 



hl Fo|$rc dessen erhält man duiTh die Integration der (Heiehiing IV: 



p,* C<® "•) = — 2 ™ (t wn r — ff cos r"l + f i‘ (» cos r *f « mh r) 

+ 1* e sin r + ^ / — sin r,^ + -“ 2 ^ ^5c* sin (2 rr — 2 r) — siu*i »in 2 

— +.'.«+ J-:ta»)(y)‘siii;tir- (^- +1^«) ( y/esin(3tf+ r)- y<.7+ l,'iei)^esin(ar-n^. 



Die tileichunpen Ifi. und 17. des vorigen l’arugra|dicn geben ferner den Werth: 

— 2 ^ (r sin r — « cos r j -f c sin r (t et« r + ff &iu r) 

= — T« + l^sin f — 31* ) f sin r — “1 j>,*c c, co» r sin r, 

+ »’ i'.' ( '!;)’( (< + T “ + T f ji + (t + Id ") (.7)’ ' ) 

+ (ä + ä. 5 n + 2 . 7 11 II.* Bin (i K _ r) - .5^ sin »■ 

- i'i'.’ fl +-JI ( ^-) (sin(2«- + r)— sint2ic-r))-I'ji.'-^'’^-^(»iu2ir-8inX2i«’~2o). 



Man setze die.s in das vorstehende Integral ein. Man vertausche wieder To gegen — ;>o*ro. um alsdann 
den geinoinsamcn Factor streichen zu können. Man erhält die (ileidmng: 

lü. M — = y *i» e + -^ ( c »in c + -y 1 * f 

— 31^J +~yc cos f.sin r, + f*8in (2 w — 2 r) •- sin* i sin 2 u,^ 

+ i» (1 4 1 . 7 « . + 2, 3 o'.i - 1®. ( p%in 2 «-4 2f' (I + 1. 4 «) ( )’(y)’ c «i« C* «■ + r) 

4 li“ (1 + 2.37« 4 3,7«>) « sin(2ir — r)— — sin ic . 

2 M ' r, r e ( « }i. 

Dies ist die erste Näherung des rerigÜHms. welches Kleinent den Ilauptbestandtlieil in der I/ängenstörung 
des Mondes ausinaclit. Die erste Zeile enthält das der Zeit projiortionalc Glied. Die zweite Zeile 
enthält diejenige Störung in der Länge des Mondes, welctic unter dem Namen der jährlichen Gleichung 
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liekaniit ist. Das orslo filioil der dritten Zeile tribt die Variation, das erste (ilied der vierten Zeile die 
Kvection des Mondes. 

Um die Breitenstömnp in ihrer ersten XälienmK aiifstellen zu kiimien, mu.ss man neben a aueli 
die Elemente i und 0 kennen. Wollte man die Integration der StörniiKSftleieliungen V. und VI. mit 
ilorscibcn Genauigkeit ausruhren, welche olien für die andern Stiirungsgleieliungen gefordert worden ist, 
so wäre die Her l»■redmetcn Breitenstöruug entsprechende Fehlergrenze beträchtlicli kleiner als sie für 
die obige liingenstörung gefunden winl. Da »» = p«* ist, so bestimmen sich die ersten Näherungen von 
» und » aus den Gleichungen; 

(lsia~j = (^)’(~)Vinäa, + »in 2 u - »in 2 ir) 

O' ■= — C"^) "'.‘‘CS ” CO» 2 II + ros 2 «•) . ^ 



Indem man sieh zum Dehufe der Integration dieser Gleichungen der Hilfsmittel des vorigen 
Abschnittes bedient, ist man genüthigt, in" lleziig auf jenen Coeflicienteii von r„ welcher mit n bezeichnet 
in die dort entwickelten Formeln cingeht, dreierlei Glieder zu unterscheiden. In den vorhin integrirten 
Storungsgliedem hat sich immer nur ein und derselbe Werth n = 2 (2 — a) gefunden. Das Vorkommen 
des Winkels r, war dort, soweit man der soeben erwähnten Integrationsregeln üljerhaupt bedürftig war, 
auf die Funktion 2 ic = 2 (e — r, -|- w — a,) lie.schnänkt. Man hat aber jetzt ausserdem noch die 
beiden Winkel 2 », = 2 (c, -f- a, — #) und 2 ii = 2 (r -j- <o — tt) in Betracht zu nehmen. Das Eincnial 
ist der erwähnte Coefficient «, = — 2 (i — v) ; das Anderenial «, = — 2 (a — v). Auffallend klein 
zeigt .sich der letztere Coefficient. Da beiläufig a = -* und 2 e = — J ist, so kann man «, = * 

setzen. Wegen dieses kleinen Coefficienten fällt der mit c* multiplicirte Bestandtlicil im Integral de.s 
Störungsgliedos sehr merklich ins Gewicht. Die genauere Rechnung auf Grund der Gleichung 10. gibt: 









2ri 



-J = (y)’«o»(2«+r)--?(H-?"‘')-lcco»(2i.-r)] 

15f>p, 



22 r, 



CO» (2 w — 2 c). 



Es ist nahezu 'Y' ~ stehende Glied des IntegiTÜs ungeachtet 

dos Factors «’ kaum kleiner ist als das erste von e unabhängige Glied. 

Mit einer geringeren Genauigkeit vorlieh nehmend schreibt man sofort die beiden Nähcningeu: 



20. 0-0.= --~2(r, +c,aiiir,) 

+ -5- (2 + ») ^ »ia2 M. + .^ 2 ^ sin (2 « - 2c) - + 1) 2 >r — »in 2 uj . 

21. -|-C2 + »).^cos2w,+ .^2c« ro»(2u — 2r) — (-^j ^(1 f 2) co»2ir — coigaj . 
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§ 37. l'ebcr die IieNtinimuii$; der beiden willkftrlichcn ISestAndigen e und rj. 

Von den Iwiden willkürlidien lU-stämligen c und r,,. welche in den Integralen Vorkommen, ist die 
eine Ulierziihlig. Man darf einen l>elieliigen Wentli, auch den Werth Xull. an deren Stelle setzen, da 
dann die anilere immer noch so bestimmt wenlen kann, da.ss sich die l’onlerungen der lie.sonderen Auf- 
gabe erfüllen. Wenn der Zahlenwerth in Itelraclit kommt, zu welchem ilie Variation des Klementes 
anwächst, so ist übrigens die Wahl der willkürlichen Hestiindigen c und nichts weniger als gleicligiltig. 
Die (irösse der Variation des Kleimoites hat einen wesentlichen Kiuduss auf die Convei'genz des Inte- 
grals, in.soferu als man, tun eine bestimmte Genauigkeit des Integrals zu erreichen, zu den Stönmgs- 
gliedern um so höherer Ordnung fortschreiten hiuss, je grösser die Variation des Elementes ist. 

Setzt man, wie cs in der Theorie des Mondes üblich ist, ilen Werth c = . .so findet man r, = 0. 

Wollte man die Excentricität c = 0 annehmen, wollte man. also in der Theorie des .Mondes von iler 
kreisförmigen lialin ausgehen, so würde man fimleii, dass die (irösse 2 Tg, welche den CoefAcienten je 

eines Glhsles in den beiden gestörten Elementen p und a durstellt, la-iläufig dem liruchwertke gleich- 
gesetzt werden müsste. 

Die erste Näherung von p ist im § 3.7 in der folgenden Form aufgestcllt worden; 

Jr, cosr-f I* 

— Z* + 1,5Ö« -f- 2 «• + -^ (1 4- 1. (“J *■ (T -f- 

-'r-(ld I,a5« + 2,3c<>) ccns(Zir— r) + — ^cosic. 

■!« r. r » I «, P. 

Indem man von der ungestörten elliptischen Fonii der Mondliahn ausgeht, setzt man I c cos c. 

Wenn nun c = 0 .sein soll, so Ijehiilt man J.- -- l, unil es versteht sich, dass unter dieser Annahme das 

aus <ler (rleichuiig der Dahn weggestriclienc Glied in dem nun veränderlich gedachten Darameter p 
einen Ersatz Anden muss. Indem man alle von tler .Stönmg hciTÜhrenden Glieder der Gleichung IK. 

vernachlässiget. Miält man ( ‘‘ V = 1 — 2 rg cos r, mier auch = I - | rg cos r. Die Gleichung der Dahn 
V. Pg z P 

= 1 geht dann Ulier in -y = l -r- Vg cos r; und es ist hieraus ersiclitlich. dass man neben c — 0 in 

der That rg = setzen muss, um ilie anfängliche Gleichung der Dahn, welche als ungestörte Ellipse 

vorausgesetzt woivlen ist, wieder zu erhalten. Im .Mlgemeinen kommt derjenige Werth, um welchen ilie 
Excentricität kleiner gemacht wird, zu der Deständigen tg hinzu, damit die .Summe c -j- tj stets einen 
unii denselben Zahlenwertli ausdrücke. 

bänen Augenblick könnte man versucht sein zu glaulnm, dass die .\nnahme c - - 0 der Theorie 
förderlich sei, weil sich die Integration der Störungsglieder, welche in dem dritten Abschnitte ausgeführt 
wortien ist, für die.sen Fall sehr vereinfacht. Man würde dann alter ausser .Vcht lassen, dass für 
eiten dittsen Fall e = o die Elemente r und a wegen der mit Tg multiplicirten Glieder sehr beträchtlich 
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aiiüfallrii, und dass in KoIkc dasscii jni«' Wrciiifacliuiiir. widi'he iler liiti'uratiun der Stüruii»!si;liüd<>r sidhst 
zu (iutc kommt, amlerci-soils durob die bübere Oi^iuiiK der Stünind.sjtlicder aufKewourii wonlcn muss, 
ln Wirkliclikeit »int dir .\nalysis nirbt (irfönlrrt. wrim man in der Tbrorir des .Miimirs von der Krrisform 
der Mondlmbn ausuelit. Ks ist virlmelir (lenule die rlliptisrbe Form der üabii. welrbcr man die MöKlirJi- 
keit vmlankt, dass viele Glieiler de.s Inteitrals in einen einzifion .\nsilrurk ziisammeiifrefasst werden. 
Wollte mau in dem auf die ellii>ti.srhe Form der Halm KenrUndeten Inte;2rale der Störumtsgleirbun« den 
Iz-itstrahl r narb 1 ‘otenzen von e entwirkeln. so würde diese Entwirklunt.' fti-naii diejenifte Form des 
lnte$trals liefern, welebe aus der Annahme e ^ 0 nur durch ibi-s Heranziehen von Stiiruiijtscliedern einer 
höheren Ordnund erzielt werden könnte. 

Dureb die .Vnuabme e = ü wird jene (irösso, welebe unter dem Xanien der Gleieliuntt des Mittel- 
(muktes bekannt i.st. in die Stönindstbeorie binnlM-rdezoden. Man bat es <biim mit demjeniden l'rubleme 
zu tinin, welebes sebon von den alten Griteben. wenn aueli nur auf dem We$!e der F.in|iirie. nicht ohne 
dankenswertbe F>folde zu lösen versucht worden ist. 

Die erste Xähenmtr v(fii w bat im S :ni die folgende Form eiballen: 



-Dt 



/ »► , \ ^ 

« — 0 *,, -3T f, I ' -h 1 I Rin !• 4 — T I - ) — f •'in r 4 I 

V »■ / 4 

— 3 Ä ^ I f ^ f fofc r, sin r, + viij [ 2 «• — 2 r t — i wiu i n, J 

+ 4' (-^0 + l.Vn« 4 )(-^) (■“) ^ U 4 I. 4«| ij~) (y ) fsm(2»r + f 



4 - (1 4 2, il 7 n 4 3. 7a* » ---- --- e »sin 1 2ir — <■)— ^ «in t 

-2a r, r ** / wi /'/ 



Nimmt mau r» = 0, su bleilit in der (MsUmi /idlr Uleivlmn^ dem «ler /eit i>ri>portit»* 

ualen Oliede nur ein weiton*s (i)ieil Uhrijj. Von denjenigen (»liwloru ah^TJudien, welclie KunkUon von r, 
allein sind, Hinleii sieh im übrigen neUm der V'ariation und der Kvection des Mondes ikkIi drei weiten^ 

21 

Glieder vor. Das (,'i'össte von diestm ist 5- i 1; r, cos c sin r,. Die Variation des Mondes kann heiläufid 

dem Hruchwertlie die Evectinn dem IJruchwertbe iv dieiclipcsetzt wenlen. Das soelten erwUbnte 
(ilied ist nur der Evection. unti alle ubripeii aussenlein noch aufpezeichneten Gliisler machen höchstens ^ 
der Evection aus. 

In der obipen Gleicliunp IX, können ausser den iKudeu mit ros 2 tr und cos (i ic — c) multiplicirten 
(Jlieilern. deren Coeflicienten Ix'ziehunpsweise den tloefHrienten iler Variation und der Evection iles Mon- 
des unpefahr (tieirhwertbip sind, noch rünf weitere Glietler unterscbuslen werden. Von «liesen ist ilas 

erste ^ A* fast eben .so betrürbtlirb wie die iHÖdeii vorher erwähnten. Setzt man wieiler r,, = 0, so 

sind alle übrigen Glieder der Gleichung IX. weit kleiner als J A*. Vom Zeichen selltstverständlich alt- 

21 1 11 
gesehen ist das Glied — -■ A c c, sin c sin r, Iteiläulig ^ der Evection; die drei andem sind ,,,, oder 

der Evretion. 

W'ill man zunäch.st nur die la*sonders hervorragenden (ilieder der la-iden Elemente p und a be- 
rücksichtigen, so kann man sich anstatt der (ileichungcn IX. und 19 . der beiden folgenden Gleichungen 
liedienen : ^ 

tu 
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l=_2(fc + c(;A)’(y/f<«2,r + t j;- -^coMa-c-r) + 

01 — «,= !^('^) f‘^1 sinaw + Ä r)+ r . 

Man kann sich ikMikcii, <p und x seien zwei neue Elemente, welche die Stelle von p uinl w einuehinen 
sollen. Die Ijcständigen Coefficienten sind aus den ersten Niiherungen Ijckannt. Man hat niUiilidi: 

a IM* 

c = t»(l+ l,58o h 1.0«*) A = + 1,86« + 2,8a*)«. 

11 i'ii* isi* 

£f=-*.i>l 1 -j. 1. 7 0«+ 2,3o*j- J -c*, h=-~(l + 2,37« + 3,7«»)«. 

o S« 'in 

Nudiilom mail dio Annnlinm t. = <• j^emaclit liut, ist imiii üouötlimt. die Kxci'ntricitüt nis Inte- 
Itratioiisliostäiidisa rrstüuiinltcu. Es voi-stdit sich, dass der Zalilciiworth von c in dieser Eijienscbaft als 
InteirrntiunslieständiRe erst dann aus den vidlstiiudiiten rntejn’alen der Stürunirsitleirliunuen herfteleitet 
weislen kann, iinrlulem man diesellK?n als Function der unliestiniinten (irösse c aufitestellt hat. Man 
weiss aiHT, dass die Inteftralc der StöninusKleirhungen venvickelte Functionen von <■ sind, während sich 
das Vorkouimen der IJestiimligen t , auf einige wenige Potenzen liescln-änken würde, vorausgesi'lzt, dass 
diesellie hinivichend klein gedacht werden dürfte. F^s ist hieraus zu ei^sehen, da.ss es denn doch wohl 
einen Vorzug hätte, anst.stt iler Fixcentricität c jene andeie iteständige r« als liitegrationslieständige zu ge- 
brauchen. Es käme nur darauf an. dass der nn die Stelle von e zu setzende /ahlenwerth demjenigen 
eiuigeniiaas.sen nahe kommt, welcher der Annahme r(,= o entspricht. Nicht allein, dass die numerische 
ISen‘chnung der lategrationsheständigen r. leichter zu bewerkstelligen ist als die von e, es gestalten sich 
auch die Integrale der Störungsgleichungen wesentlich einfacher, wenn man an die Stelle von c einen 
Zahlenwerth setzen darf. 

Auf die aus dem zuletzt emihnten Umstande hervorgehendeu Vereinfachungen der Integrale liin- 
zuweisen, hat sich schon im S li eine (ielegenheit gefuniien. Es muss noch hinzugefiigt werden, dass 
durch jene Anordnung, wonach r. eine noch uiilH'stimmte. ala-r von der Null wenig verschiedene Grösse 
sein soll, die Verhältnisse zwi.schen den Zahlenwerthen iler eiiutelnen (ilieder in den Elementen p und m, 
welche oben fiir den Kall r. = 0 angegeben wonlen sind, keine erhebliche Aendeniiig erleiden. 



1} 38. Einige Correetkmen der ersten Xfiherungeiij und die Störungsglicdcr der zweiten 

Ordnung im Allgemeinen. 

Hei der Aufstellung der in den ^ .'tü und 3U gegebenen Näherungen war ich bemüht, alle die- 
jenigen Glieiler des Integrals fe.stzuhalten, welche beträchtlich grösser sind als eine Bogenminute. Bei 
der Integration der Gleichungen II. und III. hat sich indessen der Erreichung dieses Zieles eine Schwie- 
rigkeit entgegengestellt. Während nämlich in den übrigen Storungsgleichaiigen , so lange man sich auf 
die angegebene Genauigkeit la-schränken will, die gestörten Elemente als Beständige angesehen werden 
dürfen, ist dies hier nicht zulässig. Denn in den Gleichungen II. und III. finden sich unter den durch die 
Substitution der gestörten Elemente entstehenden Gliedern auch solche, welche Function von r, allein 
sind, und deren Integrale aus diesem Grunde beträchtlich grösser als eine Bogenminute ausfallcn. 
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Inilcm ich mir nun ilic weiten* Aufjmhc stelle, Jen ersten Nälienintfon in diesem Sinne eine Correetioii 
beiznfngi*n, diirf ich mich üum Uehufe der Snhstitution der gestürten Elemente auf die im S 37 vor- 
geschlngenen Transformationen lieschrUnken. Auch die Störungsgleichung I. ist in diese Untersuchung 
hineingezogen , insofeni als jene Veränderliche»/,, welclie durch die genannte (ilcichung 1>estiinint ist, 
auf die vorerwähnten (ilieiler der Störungsgleiehungen II. und III. einen Einflu.s8 hat. -Aligcsehen davon, 
da.ss nun die Elemente /» und w in diesen drei Stiiiiingsgleirhungeii als Veränderliche angesidien werden 
sollen, mögen alle übrigen Vemarhläs.sigungen statt finden, welche im Obigen imter der Annahme, 
dass die Elemente p und a l>eständig seien, Berechtigung halien. Inilein ich mich der .Uikiirzungen : 

d = c (-^) (“^) cos itr + co« (2 «• — r) 

■ r = «0 i "■ + sin(2 r — r1 

Itediene. sclneilieu sich die im ^ 37 vorgeschlagenen Transformationen in der einfachen Fonn': 

22. I = - 2rä + d + ,>> 

/*• 

23. »0 — «9,, — y + z ■ 

Die Slönnigsgleidmng I. ist im $ 35 geschrielH*n wonlen: 

7,' = s ) (y) “ "T “') ” T (f^) ( p 

1,1 

Jjetzt man nun ^ = I — •2{h-'y ß) und » = a„ j g, so geht diese (lleichung iilier in: 

7,' = 8D/»,’(^) »in’i»ia2u,J— 2“ (-^) (y) c. . 

— C 1*/»,’ (■^-) ( ^ 3 '1^ sio 2 ir, — y cos 2 ic,) . 

In den obigen Werthen fl und j» darf man zuin liehufc der Substitution in diese (ileichung ir mit ir, ver- 
tauschen. Die zweite Zeih* geht dann Uber in: 

- 30/..’ ( ^^3 y ((c “ 9^ (^3 (y3 o + tk - h) sin (4 «, - c)j . 

Nur diejenigen Glieder von »/,, in welchen der Bogen r die Einheit zum Coeflicienten hat, rühren 
bei der Integration der Gleichungen II. und III. auf einen kleinen Nenner. Wenn es sich also um die 
oben gedachte Vervollständigung des Elementes q, bandelt, so braucht man nur auf das vorletzte Glieil 
iler vorstehenden Entwickelung UUck.sicht zu nclunen. Das Intt*gral dessellK'ii lä.sst sich in der folgenden 
Form ansclii-eiben: 

24. Ä7, = 3Z’g,>(A* 4-k) ~cuBr. 

Die Störungsgleiehungen II. und III. sind: 

IG* 
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= - y.'^-‘i. + P)+ ä- • 

woiin. vcikI. S 2, alikilrzeml }!<?sftzt wordrn ist: 

t • = (jd + * >’■' - 3 /..>■) + j..> ( :h (/. + # I» + r, (I, + (t i> + . . .) 

Mail (.'daiiKt ferner zu der Eiit«irklun(t: 

" - rf? + >•' c ^ '■“* "■) 

“ ( — I T( I — 2/))(l + 3 ro» 2 w,^ + - *- * ™c«s#T,l 

^ V ' \ ^ l m J 

-2 2» i.,* (^y ( j^y ( I + 3 ci>fi 2 + 3 >• Hin 2 ir, j ® ^ (h f 

Mit ilUfksiciit auf die ohißen Woillic ß und y ßelit die zweite Zeile dieser trieichung ülior in: 

— 2 2» jij* ) "y~ I *’ r “) ( I c«a 2 IT, + t cos (2 «•, — r) | ( 1 + 3 cos 2 «*,) 

+ 3 1 0 (-^ H I ®'" 2 4 - ^ sin (2 — c 1 1 sin 2 ir. j 

■*■ X (*’ + '( '*'• + *■■ dj • 

=r — j/,y (™j 7 ^ ^ j-4 ^ e"* + 2 !■ cns (a ir* — i* | 

+ ® C f ) ( 7 ) I '■ + ff + fr “ JIIOB 4 ir, I + :i j(t+ )i)co» e + (*• — ti)cns (4 «•, — <) |j 

+ 4* “ + 4 c eo« 2 + r* f i + re* 4 ir»l 

+ 4 fci (-^-)' co 8(2 n. — rl 4- 2ci (cm r + o» (4 ir, — rl) + i' (ij jl + co»(,4r, — 



Indem mau dies in die Störunttsgleirlumjfen II. und III. einsetzt, liildet man die Derivirte der- 
jenigen Glieder, welelie als Corrcction der ersten Nähenmgen von a nnil r angesehen werden können. 
Man sieht, dass zu den in die erste NnhenniK schon aufgenomineuen Gliedern jetzt noch neue Formen 
hinzukommen. Wenn man alter diejenigen Glieder der Correction in's Auge fasst, welche an.s dem oben 
angegebenen Grunde am mei.sten in’s Gewicht fallen, so Ulierzeugt man sich. da.ss cs sich um nur zwei 
verschiedene Formen handelt, welche lieide unter den Gliedeni der er.sten Näherung schon ihren Stell- 
vertreter Imiten. Iin Allgemeinen sind die la>t reffenden Glieder der Entwicklung von ß p r, -f- 1‘ da- 
ran kenntlich, dass in einem sinus oder in einem Cosinus der Winkel r die Einheit zum Cocfficieiiten 
hat. Es sind also in erster Linie die Winkel v und ic,, und aussenlem die zusammengesetzten Winkel 
Kj — 2 r, 2 rr, — r, 2 i<„ — 3 c, 3 »c« — 2 *' u. s. w. zu berücksichtigen. Von allen diesen kommen 
jedoch in der vorliegenden Entwicklung nur die lieidcn c und 2 icj — r vor. Das dem ersteren Winkel 
rnts)irechende Glied der Correction hat einen Einfluss auf den beständigen Coeffleienten in dem der Zeit 
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pru|M)i'tiunalt'n (ilieile di-s l’eriaüiims; wälii-<>iiil das" tli'iii aniU-ni Winkel eiit>|ireelion(le (ilied auf den 1 k'- 
atändiaen t'iK’fHcienten ilor Evertinn einwirkt, l'm die verlangten (.'orreclionen lierzu.'ilellen , darf man 
aicli der eiiifaeheren (ileidiuna ta’dieuen: 

25. a S «I»« I iV« — rl — a j«,’ ^ll- + Ml' — * eljnnf. 

Wi'nn man lud der .Vmvenduna der Transformationen 22. und 23. von den selion l>ekannteu Wertlien 
«ler t'oeflicienteii h c k y h au.sgelK>n wollte, so niii.sste man, soliald die rorrertioneu aufaefuuden sinil, 
an die Stelle jener Coeffieicnten die vertiesserten tivten las.sen. und diesellje Redinun); alsdann wiederholen, 
um naeli und nadi zu den fienauen (’oeflidenten zu Belangen. Itie.se mühsamere Herlcitung der Correetion 
kann aber vemiiedeu wcrtlen, weil, wie sdion liemerkt, die Correetion nur eine Aenderung der U-stämligen 
Coefiieienten zur Folge hat. Man denke sich zum Boliufe der Transformation lien Coefticienten h c k y h 
von voniherein die genauen Weithe heigelegt Xadidem man diesellien in der Eigenwhaft unbestimmter 
lleständigen in die Stoniugsgleichungen eiiigerührt hat. kann der Integration sellist aus dieser Voraussetzung 
keine Schwierigkeit erwachsen. Nach vollzogener Integration kann mau leicht algebraische (ileidmngen 
nnsdireiben, von deren .Vuflösung die liestiinmung der genauen Coefticienten abhängig ist. 

Die Correetion des Coefticienten in dem der Zeit |iro|iurtionaien Gliede des I’erigäuuis ist auffallend 
gross, l'm zu derselben zu gelangen, hat man mit Rücksicht auf die (tleichung IV. de.s ij 14 die Cor- 
rection jener be.ständigen Glietler, welche der Stürungsgicirliung III. entnommen, im $ 1.3 in ihrer Ge.sanimG 

heit der Grösse -jnc gleichgesetzt woivlen sind, durch zu theilen. Indem man nelam der Gleichung 
25. auch die Correetion von y, unter 24. lierucksichtigt, timlet man die folgende Correetion: 

ni.'Ui sich vorerst mit den in den 3 -j und 30 auftfcfundciuMi uenhlierteii Werthen «ler Coefttcieiiten: 

f = i*(l -r l. iH« -f l, !»«»», 
ifli* 

Jl= ; <1 + l.85«+ 2,3«!)«, 

4« 

Ä = 4-Z,37<.+ S,7<<J>c, 

«4K 

so geht die obige Gleichung, ila man im Innern der Klammem 4 = setzen darf. Ulier in: 

4 ( I •■) " (t)'^ 5 5 “+».»“') • 

Man iheile dies noch durch und man hat die verlangte Correetion des rerigäuiii.s. Imleni man ilie- 
sellic mit dem .schon olien aufgefundenen lle.standtheile des in Rede stehenden Coefticienten verbindet, 
erhält man den genaueren Weiih: 

26. * = +2-53<. + 3,8a»t . 

Es ist « = 2(4 — Jti. X'iinmt man a’ = 4 '""1 4=4. so ist « = 4' 6mlet dann l>ei- 
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IUufi(! (1 -p 55 n - 3, ** «*) = Y; uixI ma« sicht nun, ilass ticr aus den Störungsplicdcni der 

zweiten Ortlnung lienorgeliende Beslandllieil jenes C’<H*ffieientcn noch Weniges mehr ausiuacht als der 
schon ollen erhaltene. 

Kine gleichfalls sehr lietriichtliclie Correction erleidet der Coefficient b der im vorigen Paragraiiheii 
nufgratellten Nähei-ung des Parameters. Es ist dort b — -j, i* gesetzt worden. Heti Resultaten des § 3ö 
zufolge ist aller genauer b = -^ — . und desshalli dti=^“. Indem man auf diesem Wege die Correction 

von b aus der von a herleitet, findet man den vollständigeren Werth: 

27 . = + + , 

Worin der neu hinzugefUgte Bestaudtheil lieiläufig den Bruchwerth d* ausdrUckt. 

Weniger lietriichtlich sind die Correctionen, welche die Coeftieieuten A- und A erleiden. Indem man 
auf die Gleichung 25. zuriiekkommt. findet man die Correctionen der Derivirten t' und o'. Es ist; 

2 sin (2 IC. — 2 c) , 

a «■= JI,‘ t li — 2*^ {-^) CO« (2 ir, — 2 r). 

liurch die Integration erhält man alsdann die Coneetionen : 

a t =p,’ ^ * ti — (■^) cos (2 ir, — 2 r), 

- 3 • = i>.' " ^') C* «•. - 2 r) . 

Hs ergelien sich daraus die weiteren Correctionen: 

atccos r + «sin r) (-^1 cos (2 ic, — r l , 

a (t sin c — ff cos r l = p,* h — ('Y') 

Indem man nun rechts den veränderlichen Factor streicht, und aus.serdem noch durch /i»* theilt, erhält 
man die Correctionen der Coefficienten t und A. Die vervollständigten Coefficienten sind: 

2!l. *=' 2 « +*'3’“+3,7«Gc- 

Da iK'iläufig A — A* = ^ ä* ist. also einen positiven Werth darstellt, so sieht man, dass die 
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Comctioiien dpr Coefiitienteii k und // negativ ain^rallrn. Setzt mau die vorliegenden genaueren Wertlie 
k und h in die Oleichung: 



= + 

ein, so findet man den vollständigeien AVcrtli: 

. 0 . = + + 

Die Correctionen der ilrei Coefficienten k, h, h haben alle den Factor k h — Mültiidieirt 

man die Gleichungen '2S. uml ilO. mit einamler, so gelangt man zu einer neueu Gleichung, in welcher 
das Product als die einzige Uiiliekamite vorkommt. Die genaue Bestimmung derselben ist 

demnach von der Auflösung einer (luadratischen Gleichung abhängig. 

Wenn man healisichtigt, die vollständige Integration der Stöningsgleichungen auszuriihren. so ver- 
langt die Methode der successiveu Substitution, dass man die obigen Transformationen 22. und 23. noch 
weiter verfolge. Ks ist: 

Ü'-ä-* =-2lt'+fi + 'r.l 



<»-'»« = •,■ + 1 - 

Die Transformation von <a in dem ersten Gliislc der Störungsfunction betrifft die Function cos Sir. und 
führt zu zwei Gliedern, welche Iwziehungsweise mit sin 2 und cos2y multiplicirt sind. Dieselben müssen 
zum Beluifc der 3ul>stitution des ol)en aufgezeiclmcten Wertlies y nach Potenzen von y entwickelt werden. 

Da das grösste der in y vorkommendeu Glicrler, die Evectioii etwa den Bmehwerth hat, so ist es wohl 
gestattet, in diesen Fiutwicklungcn die Potenz y* und die hölvcreu Potenzen von y zu vernachlässigen. 
Kb ist also hinreichend, sin 2 y = 2 y y^, nml cos 2 y = 1 — 2 y’ zu schreit)«!. In dem zweiten 

und dritten Glksle der .‘'tömngsfunktion Warf es selbstverständlich einer nicht einmal so weit ausge- 
fUhrten Entwicklung der trigonomctrisclien Functionen von y. 

Diejenigen Entwicklungen, wclclie aus der Transfonnation von p hervoigehen, gestalten sich noch 
einfacher als die soelrcn erwähnten. Denn in dem ersten Glicdc der .Störungsfunction kommt dies Element 
nur als Faktor vor, dessen Werth durch die Gleichung 22. unmittelhar gegeben ist. Das zweite Glied 
der Störungsfunction l>ctrcffeiid kann es als ausreichend Wrachtet werden, sich auf die drei ersten Glieder 

der binom’schen Entwicklung von (1 — 2 A — 2 ß)^ zu l)cschränken. In dem dritten Gliede der 

Stöningsfunctioii dürfte man den Factor p' ak Beständige lietraclitcii. 

In dem vorigen Paragraphen ist gezeigt worden, dass die den neuen Elementen <p uml x’zn- 
gewiesenen Glieder einzeln genommen höchstens ^ der Evection ausmacheii. Vorhin hat man die Cor- 
rection der ersten Näherungen von p und <a aufge.stellt, uml sich hei dieser Gelegenheit ülierzeugt, dass 
die Störungsglicdcr der zweiten Onlnnng in den Coefficienten der vorerwähnten Glieder von g> und % 

keine wesentliche Aenderung zur Folge haben. Da nun die Evection l>eiläufig den Bnidiwerth hat, so 
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kü»ii(‘ii ilie ('in»'liit‘ii (iliciUT von <p und x liiiclislens don kleinen Brucliwertli daratelk-n. Wenn zwar 
die Kleineiile <f und x ixd iler vuI1.släiidi)!eii lutOKration der StöininKarrleirhungen f!leie1ifalls in lletraelit kom- 
men, so wird es doch kaum iiütliijj sein, in der Kntwickluui: der Störun^sfiinction auf die verseliiedencu 
Potenzen dieäer pileniente Kueksirlit zu nehmen. Im .Vllttemeinen wird es nusivirlrend sein, sich auf die 
er.sten Potenzen zu beseliränken. In der Thal wird ein StorunR-sttlied, dessen Verliältnrss zu der Pivcetioii 

la-iläutir.’ durch tlen liruchwerth ausjiedriickt ist, in dem Into(!rale unmerklirli sein. In diesem Sinne 

dürfen also alle Störungsfslieder als lineaiv i''uiK'tion iler neuen Elemente (p und jt angesehen werden. 
I)h sieh einzelne mit der zweiten Potenz dieser Elemente multi]dicirte (.ilieder finden, welche doeh nicht 
unU'i'Ucksichtigt hleiiien dürfen, weil sie gerade l-'nuetion von c, allein sind, dies zu entscheiden kann 
füglich eingehenderen Erörtemngen Ulierlassen hleilK'U. 

IMejenigen Glieder der Elemente und «, welche Euuetion von c, allein sind, halten in den Tnins- 
forinationen 22. und 2it. keine .tnfnahme gefunden, weil die entspivclienden ('oirectionen der ersten 
Näherungen In'kanutlirh nach der Methode der variirten Näherung aufgestellt werden stdieii. Ein sehr lie- 
träclitliches (ilied dieser .trt in dem Elemente u Ist die jährliche Gleichung. Man findet ala'r leicht, dass die 
durch die .Methode der variirten Näherung zu .'staiiile gidirachte forrectiim nwh kleiner ausfällt als jener 

Driichwei'th j.* -— , wiewohl die jährliche Gleichung mehr als iler Evection ausmacht. Die Genauigkeit 

der Integrale, welche auf Grund der im Voi-stehenden erörterten Transformationen 22. und 23. erzielt 
wtnl. erleidet also durch den ruLstand. dass die sradien erwähnten Gläsler der ersten Nälieitingen in jene 
Transformationen nicht aufgenommen worden sind, keine lks?inträchtigung. 

.Schliesslich nehme ich Veranlassung, nm-h einmal jener Eigenthünilichkeit der SUiningsgleichungen 
zu gedenken, wonach deren Integrale durch Qiuidratuien ausgedriiekt werden sollen, welche unter dem 
Integralzeichen die unhekannten Veränderlichen selbst enthalten. Es ist in dieser Eigenthünilichkeit die 
venneintliche Schwäche der Methode ausge.spna-ln'n. welche dersellam vorzuhalten die .\nalysten vielleicht 
Ilerrs'hligung zu haben glaulien. Man nmcht sich aber keiner VelK-ndlung schnldig, wenn man von der 
\'oraus.setzung ausgeht, dass es eine andere Inlegralform gar nicht gibt, welche sich an die Stelle setzen lies.se. 
Dies allein schon ist ein Grund, sich mit dieser InU'gration.smethoile zu befreunden. In Wirklichkeit ist 
es übrigens nur deren Ungewohntheit, welche hefremillich erscheint. Die bisherige .Meinung, dass die 
\ ullkommenheil der Integralforiu in dem aus,schlics.slichen Gebrauche der leinen Quadratur zu suchen sei. 
ist wohl nur ein Vorui-tlieil. Denn die in dem Voi-stehenden befolgte infegraliousmethode ist ganz ge- 
eignet. allen Forderungen zu genügen, welche UlH'rhaiipl an eine solche gestellt werden können. Di<>$ellM' 
liefert rlie Uoonlinatenwerthe für jeden lieliehigen Xeitpunkt. nnd man hat sich auch überzeugt, das.s es 
zur Falangung einer noch so grossen Genauigkeit durchaus nicht unerlässlich ist. die unliekannte Ver- 
änderliche unter dem lnU“gralzeichen entfernt zu halam. 



^ 39. l’cber die Genauigkeit der Beständigen des Problems in der Theorie des Mondes. 

In der Störungstheorie ilarf auch die Frage nicht unerörtert hleiiien. welche Zahlenwerthe an die 
Stelle der Beständigen des Problems gesetzt werden müssen, damit die verlangte Genauigkeit in den zu 
berechnenden (h'rteni eiTcicht werden könne. Hs ist. von vorn herein einleuchteud, dass man diesen 
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ZahliMittei'tlii-ii ilicjftiift«“ (ionauiKkcU zu liat, zu welclicr man <Uiich die VeiKleieliiiiip! der t«’ohar,htelen 
Oerter mit de» im S 3ü aufüestellteii CoordiiiatenwertlMm ulierliaupt jteluiiKeii kann. Es zeijft sich aber, 
dass liei der Heieclmun}! dieser Zahleiiwertlie verschiedene Itücksirliteii mans-sgeliend sind, je nachdem 
cs sicli um diejenigen BesländiReii handelt, welche als Coefficienteii der der Zeit |iro]K)|-tionalen Glieder 
nuftreten, (Hier um iliejenipen, welche nur in den )>erioilisclien (iliedern vorkoninien. Zu den erstereu 
ziüdt vor Allem die Ik'stäudiKe durch weiclie das Verliältniss der niittlereii ISeweguim der Sonne zu 
tier des Mondes ausKcdriickt ist. In ilen Elementen a und 8- kommen zwei weitere mit t multiplicirte 
Glieder vor, dcnni Coefficienten la‘zirlmu;isweise mit a und v bezeichnet worden sind. .Vlle übrigen Be- 
ständigen des l’roiilems konunen nur in den |>criodis<'lien Gliedern der Integrale vor. 

Bei der Bestimmung derjenigen Ik>atändigen, welche nur in |)critNlisclien Gliedern Vorkommen, ist 
der Zeitpunkt niclit gleicligiltig, in welchem der zu benutzende Ueobaclitungswertli gefunden i.st. Eine 
solche Beständige ist entweder der trigonometrischen Eunktion als Factor lteigegel)en , oiler sie Ist ein 
Be.standtlieil des veniuderliclicn Winkels sellist, dessen trigonometri.sche Funktion vorliegt. In dem erstcren 
Falle ist der dem Imreclmeten Werthe der Beständigen anhaftende Felder am ehesten merklich, wenn die 
trigununielri.sche Funktion, mit welcher die Beständige multipliciil ist, ihnm grössten Werth erlangt hat. 
■ In dem anderen Falle macht sich der etwaige Fehler hauptsächlich dann bemerklicli, wenn der sinus oder 
der Cosinus des veranilcrlichen Winkels, zu welchem dir Beständige addirt ist, der Null nahe liegt. 

Was ferner den Zeitraum betrifft, über welchen die einzelnen Benhachtiingen vertheilt sind, mit 
deren Hilfe die hier iH’sproclHmen Beständigen lie.stimmt werden sollen, so brauclit dersella* nicht grösser 
zu sein als die l’erimle derjenigen trigonometrischen Glieder, welche mit KUcksiclit auf ihien Zahlwerth Ihm 
<ler Be.stimmung der gesuchten Beständigen die luaassgebeudeu sind. Wollte man andeiv Beolmrhtungswerthe 
an deren Stelle setzen, welche sich Ulmr einen noch so grossen Zeitraum erstrecken, so könnte dies an den 
Zahlenwerthen dieser Beständigen Nichts iindeni. Unter den für die Berechnung maas-sgelienden periodi- 
schen Gliedern tinden sich in lier Theorie iles Mondes übrigens nur solche, deren iViioilen mit dem Mond- 
unil dem Sonnenumlauf zusamnienfallcn. Es folgt <lnraus, dass die bei der Berechnung dieser Beständigen 
zu verwendenden Biadiachtungen auf den Zeitraum eines .^nnenumlaufs beschränkt sein dürfen. 

Es ist leicht erklärlich, dass nicht alle diese Ih'ständigen eine gleicli grosse Genauigkeit zulassen. 
Man denke sich in den Coordinatenwerthen des S 30 die veränderlichen Elemente und zugleich die Ver- 
änderlichen e und c, als Function von t einge.setzt. Es lä.sst sich dann leicht die Grenze der Genauigkeit 
Iwurtheilcn . welche für jede einzelne Beständige erreicht wenlen kann. Für den Fall, dass die Be,slUii- 
dige in clem Coordinatenwerthe nicht seihst noch einen Factor nelani sich liat, welcher von der Einheit 
merklich veischieden Lst, vei-steht es sich, ilass die Genauigkeit des gesuchten Zahlenwerthes elmnso gross 
gefunden winl wie die des gegebenen BeolmchtUTigswerthes. Der Grund davon, dass man öfters mit einer 
weit weniger grossen Genauigkeit vorlicb nehmen mus.s, liegt darin, ila.ss sich die Anwesenheit der 
Beständigen auf solche Glieder des Integrals la^.schränkt, welche jederzeit nur einen kleinen Bruchtheil 
der Gesammtstörung ausmaehen. 

Die Gleichungen zur Bestimmung von lünge und Breite des Mondes und der Sonne enthalten die 

beständigen Bcstandtlieile i>„ und p, der l)eiden Parameter nicht anders als in dem Verhältnisse und 

können in Folge dessen die Beobachtuugswerthe für den Ort des Mondes und der Sonne zwar den Werth 

dieses Verhältnisses, nicht aber den Werth /i» liefern. Um die letztere Beständige zu erhalten, ist man 

genüthigt, dieselbe mit der Länge p des Erillialbmessers zu vergleichen, welcher aus andern Messungen 

als bekannt vorausgesetzt werden darf. Den Werth des Verhältnisses findet man aus der Mondparall- 

Po 

17 
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axe, und unter der Voran ssebtuiiK, dass die lwoliachtele Parallaxe auf 0.1 Bosensekuude verldlrst sei, 

ilarf dies auch als die FehlerKrciiae für den Werth des Verhältnisses — aiiacsehcn Werden. Die Genauig- 

Pa 

keit der Beständigen p« selbst ist dann freilich eine weit geringere. Denn cs ist das Vcrhältniss — 
beiläutig gleich Wenn in demsellten die Genauigkeit 0"1 «irklich erreicht worden ist, so muss dem ent- 
sprechend die als erreichbar anaunehmende Fehlergrenze der Beständigen ;<o *>0 mal so gross gedacht 
weiden, und beträgt dann immer noch G". 

Mit iler tlenauigkeit von 0.1 Bogeusekunde lässt sich übrigens die Mehrzabi der in dem Problem 
vorkomnienden Integrationslicständigen ennittcln. unter der Voraussetzung, dass die Beobachtungswerthe 
elienso genau vorliegen. Die läingen des Mondes und der Sonne bestimmen sich aus den (ileichungen 
2. und 4. des § 00: 

cns }i sin {J, — v — e») sr — sin* ~ sin 2 l r -f tu ~ fr I 
cos Ji. sin — r. — w.) “ “ i> — «,1 . 

Dt'ukt liutn sich zum Bchufc <lcr KHmination vun r uiui r, die nachstelieiideii nleichungcu verwendet: 
t — fsint ^(1 — r'i(l — Worin "J" = /' * ^ , 'S ü • 

und »,-f. sin».- t(( — c,Kl-f,*)> , *^T~/ rVf'’'T’ 

so ergilit sich ans der Gleichung 2. das Einemal der Zahlenwerth der Bestäniligen c, das .\mleremal 
der Zahleiiwerth einer lineaien Funktion von <»» und c. Filamso findet man aus der Gleichung 4. die 
Zahleiiwerthe der Bestämligen c, und einer linearen Funktion von <a, und 4 c,. Die Breite des Mondes 
bestimmt sich ans der (»leirhung I. des S :I0: 

8in It = sin i sin (r -{- <0 — fr) . 

Kl«‘n dh‘so (ilcicüuug lässt sich auch zur BcstimmuDg der Brstäiidigcn i„ verwenden. Die (Jenauigkeit 

dieser fünf Be.ständigen kann hiernach in dcrThatals auf 0,1 Bogensekunde festgestellt angisehen werden. 

UntiT denjenigen Iteständigen. welche des iHÜgefiigten kleinen Factors wegen ein geringen'S Maass 

von Genauigkeit zulasseii. sind vor Allem die lieiden c und ä c, zu erwälmen. In den Gleichungen 2. und 4. 

linden sich dics'llam, wenn man von den schon oben erwähnten linearen Funktionen von U(, und c, 

a, und ic, absieht, lieziehuiigsweise mit den Fartoren c und c, verbunden. Ferner gehört hierher die 

Beständige deiTii Werth am schicklichsloii aus der Gieirliung 1. hergeleitet wird, wo sie mit sin i mul- 

tiplirirt ist. Jene Beständige “ ^ = x, mit deren aufsteigeiiden Potenzen die aufeinander folgenden 
I m P’ 

Glieder der Störungsfunktion inultiplicirt sind, hat lieiläutig den Bruchwerth In dein Elemente i» 
findet sich ein zur Berechnung dieser Beständigen vorzugsweise geeignetes Glied, weil in demselben diese 
Beständige mit dein Factor 4 verbunden ist, während sich in allen Übrigen Gliedern der ersten Näherung der 
Factor 4’ findet. Man wird sich deshalb zur Bestimmung von * alierinals der Gleichung 2. bedienen. 
In allen diesen Fällen wii-d die Genauigkeit der zu liereclinendcn Beständigen nicht sehr auffallend gegen 
die der vorerwähnten Bc.ständigcn beeinträchtigt. 
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Die ifomlniiisse uml die Sonneniim«» sind zwar keine IntesrationshestUndigen ; <lieselben müssen 
aWr doch zu den Hcstaudigen des Problems gezählt weiden, weil sie sieh aus der Theorie des Mondes 
liereehncn lassen. Die (ileiehimg 4. ist zur Berechnung der Mondinasse geeignet. Auf der rechten 

Seite dieser (ileirlmng steht aller der Coeflicieiit I m *r = • Die Anwesenheit des kleinen der Mond- 

masse iH-igefüglen Fuctoi's x beeinträchtigt aller die (ienauigkeit des zu erzielenden Resultats in holiem 
Maasse. 

Um auch die ätinnenmasse zu bestimmen, kann man sich der schon in $ 8 aufgesteliten Glei- 
chung 1.: 

1 ". 

M -t- W + IW, l / NI 4 * 

bedienen, welche sich, nachdem man abkUrzend 1 -r m nelam tu, gestrichen hat. etw,as einfacher schreibt : 




Man sieht, dass die Genauigkeit der zu berechnenden .^onnemuasse /«, we.s»>nllich davon abhäagt. mit 
welcher Genauigkeit die Beständigen x und m anfgefunden sind. Da die obige Berechnung der .Mond- 
mas.se Ml ganz besonders nmngelliaft ausfällt, so wilnle sich die Soiinenmasse aus der Theorie des 
Monde.s mit weit grösserer Genauigkeit lieiechuen lassen, wenn man ein Mittel hätte, die, Mondma.sse 
anderweitig genauer zu lie.stinimcn. Als solches empfielilt sich Iwkamitlich die Krsclieiimng der Xutation. 
welche übrigens mit dem Probleme der drei Kör|a?r selbst in keinem Zusaninienliange steht. 

Wir haben nun diejenigen Beständigen des Problems lietrachtet, welche in den ]ieriodischcn Glieileni 
der Integrale Vorkommen. Andere Rücksichten sind liei der Berechnung jener drei Beständigen ä, a, v 
zu beoliacbten, welche mit der Zeit multiplicirt sind. Bin etwaiger Fehler in der Bestimmung dieser 
Beständigen verursacht in dem entsprechenden Gliede des IntegraLs einen Fehler, welcher mit der Zeit 
ülicr jede Grenze hinaus anwächst. Die läinge des Zeitraums, über welchen sich die Beolmcbtungswerthe 
vertheilen, ist desshalb liei der Berechnung dieser Beständigeu nicht gicichgiltig. Man wird sich jedenfalls 
solcher Beobachtungswertlie bedienen, welche der Zeit nach möglichst weit auseinander liegen. X’aehdem 
man die genannten Beständigen aus derartigen Beolmchtungswerthon lierechiiet hat, ist der wahrschein- 
liche Fehler selbstverständlich durch einen v«d kleineren Brucbwertli ausgislriickt als der jenen andern 
Beständigen anhaftende Fehler, welche nur in perioilischen Gliedern des Integrals Vorkommen. Ferner 
werden die aus den Integralen berechneten Oerter die volle Ucbercinstimmung mit den Beobachtungen doch 
immer nur so lange geben, als sich dieselben auf einen Zeitraum Iwschränken, welcher nicht noch grösser ist 
als derjenige, auf welchen die bei der Berechnung der Cocfficicnten verwendeten Beobachtungen vertheilt sind. 

Im ä 8 ist eine Gleichung aufgestellt worden, der zufolge die Beständige ä aus andern Beständigen 
des Problems berechnet werden kann. Auch die Coefficienten tt und v in den der Zeit proportioualen 
Gliedern der Elemente a und & dürfen als F'unktion der übrigen Beständigen des Problems aufgefasst 
werden. Diese Funktionen ergeben sicli ebenso wie die Integrale der Störungsgleichuugen in der Form 
von unendlichen Reihen. Es liegen also drei Gleichungen vor, mit deren Hilfe die Beständigen i, a, v 
aus den übrigen Beständigen des Problems berechnet werden können. Es wäre aber ein Irrthum zu 
glauben, dass die im Vorstehenden gegebene Vorschrift, wonach die Zahlenwerthc dieser drei Beständigen 
unmittelbar aus den Beobachtungen hergeleitet werden sollen, umgangen werden könne. Was die erste 

if 
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Oleiohuiip betrifft, aius welcher i iH'stiiiiint werih'ii sollte, so hat «liesellK' vorhin schon eine andere Ver- 
wendnnt: erhalten, da inan die Sonnennia.sse m, daraus iHMrcImen soll. ,\iis den beiden andern (ilei- 
chuntten ala>r könnte man die Zahlenwerthe der Coefticieiiten jr und v nieinuLs mit einer hinreichenden 
< K-nauiKkeit herecluien, wie weit auch die fCntwirklunj; der unendlichen Iteibe ausgeführt wäre. Denn 
die Zahlenwerthe der Übrigen Ite.stäiidigen des Pnddems betreffend, welche nur in periodisclmn (iliedeni der 
Integrale Vorkommen, ist man darauf angewiesen, mit. einer beschrankten (ieimuigkeit vorlieb /.u nehmen. 
Kine licschränkiing der (Tenauigkeit würde sich unveruieidlicli auf die Zahlenwerthe der (.'oeflirienten 
s und )' üla>rtragen. sobald man diescllx'ii ans den vorerwähnten (ileichungen liorerlmen wollte. 

Es steht NMchts iiu Wege, die beiden Coefticieiiten t und v als IntegrationsN'ständige aufzufassen, 
um nfsdann irgend zwei andere Reständige des 1‘nddeins als Funktion von a und i> und der übrigen 
Integrationsliestiindigen ilaimstellen. Wollte man jenen landen andern lileichungen gleichfalls eine Ver- 
wendung gelani. so erscheint es wohl angemessen , anstatt t und v zwei andere Reständige des I’roblems 
daraus zu lierechnen. Insofern als die in diesen Gleichungen sonst noch vorkominenden Reständigen nur 
eine la>schränkte Genauigkeit aufzuweismi halien, ist es sellistveretändlirh . dass eben diese Gleichungen 
auch den Iwiden zu berechnenden Reständigen inuner wieder nur eine beschränkte Genauigkeit gelani 
können. Es ist hiennit aber auch die (irenze gesteckt, bis zu welcher die Entwicklungen von jt und 
i>, als Funktion der übrigen Restaiuligen gialaclit. der Theorie des Mondes einen Dienst leisten können. 

Fäi ist übrigens doch die Möglichkeit nicht aiLsgescblos,sen, dass eine üla-r die Genauigkeit von 
0,1 Rogensecundc hinnusgebende Fäitwicklung der Reständigen a und v als Funktion der übrigen Hi'- 
ständigen der Theorie dre Mondes immer iiwli werthvollc .Ddialtspunkte bietet. Wenn eine derartige 
Verwendung der W’irklichkeit entspricht, so kann dies nur darauf lanaihen, dass alle übrigen Reständigen, 
welche amsser den zu berechnenden in <len Entwicklungen von » nnd i' vorkonimen, mit einem kleinen Factor 
verbunden siml. Die Re.ständige A ist von dieser .Vnfonicrung sclbstverstämllich nicht ladiiiffen, weil 
deren Genauigkeit gleichfalls Ulan' jede Grenze hiiuius ausgedehnt werden kann, .lene kleinen Factoren 
aber, welche nach der Voraussrüzung den übrigen Reständigen la'igefUgt sind, geben das Maass an, 
in welchem es immerhin einen Zweck hätte, die Fäitwicklnng der CiHiffieienten a unil v üIkt die olam la-zidch- 
nete Grenze von U,I Rugenseeunde hinaus auszunihreu. Doch darf mau nicht Ula-rsehen, dass eine srdclie 
rntenielunung einen verhältnissmässig sehr grossen Aufwand von Rechnung erfonlert. da nämlich jene 
vollständigeren Entwicklungen von ar und v nicht aufgestellt werden können, ohne dass gleichzeitig auch 
die |a?riodischen Glieder der Integrale in einer grösseren Vidlständigkiät eutwickelt werden. 
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Fünfter Abschnitt 



Variation der Focodistanz. und deren Anwendung anf die Theorie des Mondes. 



§ -JO. Die Differentialgleichungen der rechtwinkeligen Coordinaten unter dem Einflüsse der 

veränderlichen Focodistanz. 

Es seien wieder //, j, j-,, _i/„ Zj. die (loordinaten der landen sich sterenden Massen m und »(,. 
Ipezdgen auf den Ort des (>ntnilkör|iers. Die lineare Transfomiatinn, dureh welche die kationische Form 
der Differentialgleichungen wieder heigestellt wird, ist für die Coonlinaten r, j-„ in den folgenden 
fileiclmiigen aiisgesproehen : 

T' ; Cd* * + A Jfc i= Jr, cosC.**o-~ f.l f jcsin(;*, — i). 

ln donsellK’ii ist th eine iM'stimnitj- Kiinklian der Massenverhältnisst!, uml t In'zeirhnet eine willkürliche 
Itestandige. Aehuliehe Gleiehiingen hat man zur Transformatioii der lihrigen Coordinaten. 

Der linearen Transformation zufolge ist ilie (iesanimtla'wcgung des gestörten Körpers um den Ccntral- 
köriMT aus zwei verseliiedenen Ilewegungen zusammengesetzt. Man denkt sich die Hahn des.selbcn als eine 
bewegliche Ellipse, demt Brcnn|iuiikt seihst eine andere Kllijise dieser Art um den Ccutralköriier la‘seJtreiht. 
Nach den Aufstellungen des S 2 ist der Lcitstrahl der von der Mns-se «i beschriebenen Ellipse gleich 

/' Leitstrahl des zugehörigen Brennpunktes ist ausgedrückt durch y r, sin t. 

Nimmt man t — 0, so fallt der Brennpunkt der von der Masse m heschrieltenen Ellipse jederzeit mit 
dem Ort des Contralkörpcrs zusammen. Wenn die vorausgehenden Untersiirhungcn über Störungen dnreh- 
gehends die Annahme t = 0 festhalten, so ist man dabei allein von der Absicht geleitet, der .Stöningsfunktion 
den möglichst einfachen analytischen Au.“druck zu geben, vgl. § 31. Es kann aber nicht ohne Weiteres 
angenommen wenien, da&s einer solchen Darstellung der Störuiigsfunktimi zugleich liiejenige Ellipse ent- 
spreche, welche den eng.slcn Anschlus.s an die wirkliche Bewegung des gestörten Körpers ermöglicht. Bei 
niUicrer Betrachtung limict mau, dass dies in Wirklichkeit nicht der Fall ist. 

Man weiss, dass in der ungestörten elliptischen Bewegung der Leitstrahl mit der Richtung der 
anziehenden Kraft zusammcnfallt. Nicht so in dem Problem der drei Körper, wenn man an der Annahme 
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■e — 0 fcsthUlt. I>(;r I^itstr«hl verbindet dann auch wiwler die Msisse m mit dem CoiitralkorjaT. Die 
ersten.' wird aber (ilcirlizeitig von dem Centralkörpcr und von der Masse m, aiiitezotten. Die itichtuiiK 
der Resultante der lieiden Au/iebuiiKen, »elelie die Masat’ »t erleidet, geht dessbalb nicht durch den Ort 
des t'entn»lkör|)ers ; sie ist vielmehr eine in der Elieiie der drei Küri>er gezogene (ierade, welelic zwischen 
«lern CentralköiiHT und dem störenden KöriK-r hindurebgeht. Indem man iliirch die Annahme f = 0 den 
lantsti'nhl in eine IjUge bringt, welche von der Richtung der Resultante der lieiden anziehenden Kräfte 
mehr oder weniger abweicht, gibt man die erwähnte Kigenthllmlirhkeit preis , durch welche sich die 
ungestörte elliptisrhe Bewegung so vortheilhaft auszcichnet. 

Cnzweifelhnft hat der Winkel, welchen der Leitstrahl mit <ler Richtung der anziehenden Kraft 
bildet, einen Kinfluss auf dir Variation der gestörten Elemente. Es friigt sich nun. in welcher Weise 
man auf die letzteren einwirken kann, wenn man den Winkel zwüscheii jenen beiden tieraden, welche 
durch die .\nnnhiiKi f = 0 in eine iK'Stimmte Beziehung zu einander gebracht sind, der Analysis zur freien 
Verfügung stellt. Die .\nnaiinie, dass die lieklen tieraden amsainmenfnllen, würde sich als ein besonderer 
Kall die.ser l'ntersurhung darbieten, welcher in ihier .Vllgemeinbeit voraussichtlich keine allzugrossen 
Schwierigkeiten entgegenstcheii. Denn cs Ist leicht zu sehen, dass man die Richtung des latitstrahls 
in jedem .\ngenblicke nach Bclielieii ändei'n katm, indem man die (irösse <, welche bisher der Null gleich- 
gesetzt worden ist, als unbestimmte Verämlerliche autfasst. Der Abstand des Breniiimnktes der von der 
Ma.sse «i beschriclienen Ellipse vom Ventralköri>cr ist eine von * abhängige (irösse, und ver.«>chwindet 

gleichzeitig mit f. Derselbe bestimmt sich durch den .\nsdruck J/ c, sin f. Die (irösse i, welche 

in einer so nahen Beziehutig zu diesem Alistande steht, soll de,sshalb die Eocodistanz heissen. 

So lange t als willkürliche Beständige gedacht wird, bleiltcu die in dem ersten AKschnitte gegeliencn 
Diffeientialgleichungen der Bewegung jederzeit fortbestehen. Unter dieser Voraus-setzung hat die tirösse e 
nur auf die (iestaltung der Störungsfunktinn eine Einwirkung. Wenn aber f eine unliestimmte Funktion 
der i^eit ist, so zeigen sich ausserhalb der Störungsfunktion neue von < abhängige (ilit'der in den DitTerential- 
glcichungen. ün.scrc .\ufgabe sei zunächst, die neuen Differentialgleichungen der Bewegung aufzu.stcllen, 
welche jener .Vnnahme entsprechen, dass die Focoilistanz eine unbestimmte F'unktion iler Zeit sei. 

Ich gehe in dieser Absicht von den Differentialgleichungen des § 1 aus: 






av 

4 



t" 



ar 

4 - ’■ 



und setze wi«ler, zum Behufc der weiteren Transformation; 

4 s 2 cos f + X, sin c ^ x.cot E — X sin f , 



WO nun die Grösse t nicht mehr beständig, sondern eine unliestimmte Funktion der Zeit sein soll. Mit 
Rücksicht auf die identische Gleichung; 



ar 

dx " 



ar ar . 

4 ‘■‘“'■4;""' 



erhält man aus den obigen (Tleichungen die neue : 



cot f — i'*tlo # 



dC 
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I)irsdh(> kann zunächst umjtcschrielion werden in: 

) €0» I — 1/ iän <y + ( £/ «js f + sin p) t* = . 

Durch die Suhstitution der obigen Werthe J uiul gelit sie iil»er in die einfacliere: 



!,>' + r, (' I + (j-,' — X »') »' = 



dir 

ix ' 



welche noch vortheilhnfter in Folgendem geachriel)en wini : 

1 . X" + X, t" + 2 X.' — X i‘‘ =‘*,^ . 

ix 

Dies ist die neue Differentialgleichung, durch welche die Bewegung der Masse m in der Richtung 
der X .\clisc lx*stimint winl. Indeni man dib gleichnamigen unten gestrichenen und nicht gestrichenen 
tloordinaten gegen einander vertauscht, und gleichzeitig i gegen — r, gelangt man zu der der andern 
Masse m, entsprechenden (ileichung: 

dx, 

Die Übrigen l'oordinateii des rechtwinkeligeii Systems l>estiinmen sich aus ähnlichen (ileichungen. 
Ks ist lamierkcnswerth , ilass in allen diesen (Jleichungcn die Grösse e ausserhalb iler Funktion V um- 
als Derivirte vurkommt. Man sieht alier auch, dass die neuen Differentialgleichungen nicht mehr die 
kanonische Form halien. Dieselbe kommt erst dann wieder zum Vorschein, wenn die Derivirten von * 
verschtvimlen. wenn also r als Beständige gedacht wird. 



§ 41. Die Flächeninfegrale tils Funktion von Polarcoordinatcn. 



Cm die nUchenintegrale aufzustellen, bildet man durch die Verbindung der Gleichungen 1. mit 
einander zunächst die folgenden ; 

V z" - X ;i" + (jr r, - 1 y,) «” + 2 ty r,' - r n,’) i' = y ^ j 

~ , df dl- 

xt —tx + (XI, — XX.)» + 2txi, — IX, ) »' = x — I 

Z jT - y !■" + (x y, - y X,) ." + 2 (x y,' - y x,') •' = * ~ ■ 

Die auf der linken Seite stehenden Derivirten der zweiten Ordnung lassen sich jedesmal in einer 
einzigen Derivirten zusainmenfassen. Indeni man gleichzeitig ü als Funktion von r r, s auffasst. 
erhält man : 
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( y i’ - f y- + (y r. - f y,) + (y, t - V + y »/ -r y,') 

2. (/t I — rj' + (xr, — r x,)»")' + (x . z — z,x‘ +xr,' — xx.'l f'= 

(xy' — yx' -f (xy, — yx,)»')' + (x, )/ — y.x' +xy,' — yx.' if'rr ■ 

Man schroilje nun auch die. ents|irccli(’nik‘n (ileirhungon der andern Bahn, iinlein man die unten 
gestrichenen und die nicht gestriclienen Buclutalien gegen einander und zugleicli t gegen — i vertauscht. Man 
addire je zwei einander ent.sprcchcnde (Jlciclumgcn. uini es entstellen die drei Fiäclienintcgrale : 

yz — ‘ y + y, z,' — t, y,' + 2 iy r, — f •/,) «' = 0 

3- xz' — I X \ x.r/ — r.x,' + 2(xr, — rx,)*' = o 

xy - y x' + X, y” - .V, x,' + 2 (xy. — y x.1 »' = o . 

Dem rechtwinkcligen Coordinatensysteme denkt man sicli durch Drehungen um den Ursprung eine sidche 
Lage gegeben, dass die willkürlichen Beständigen der la-iden ersten Flächenintegrale zum Verschwinden 
kommen. 

Einfacher und anschaulicher gestalten sich die drei FlUclienintegrah'. wenn .sic durch Polarcoordinaten 
ausgedrückt sind. Man setze wieder; 

x= rtcoBücos M — cos t sin ü sin 

4. y — X (sin ü cus K + cos i cos ü sin n i 

£ = r sin t sin H ; 

und halte an der .\nnahme des § 3 fest, dass die Kiicue der i’olarcuordinaten mit der Elieiie der Bahn 
zusanimeiifallc. Die in Folge dessen zwischen den Derivirten 9' i' h iK'stehende Abhängigkeit ist im 
§ 5 durch die folgenden (ileichungen ausgedriiekt worden; 

M' + cosi^' = .~ ( — sin i coluO' , 

wo M eine weitere Veränderliche ist. Nehenliei hat diese Annahme die einfachen Gleichungen zur Folge: 

y / — f y' =: N sin I siiu ^ 
xit — r x' s= it sin »cos9 
J'V'— yx'sstiicosi. 

Man schreibt noch die drei entsprechenden Gleichungen der andern Bahn. Eliminirt man alsdann alle 
Derivirten der rechtwinkeligen Coonlinaten, so gehen die obigen Flächen integrale über in; 

n sin i sin ^ 4- »n sin + 2 (y r, » 7 y,) t' sso 

+ cob^,-|'2(*^, — gx ,)» 

n cos I + m cos I, — c + 2 (x y, — y *,) •' = o . 
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Es versteht »ich, dass man aus den vorliegenden Flärhenintegralen zwei von i unabliängigc 
Gleichungen herleiteii kann. In dieser Absicht inultiplicire mau ilieselben der Reihe nach mit r ^ e, sodann 
auch mit j, y, r, , und addirc jedesmal die drei Gleichungen. Man merke dabei auf die identischen 
Gleichungen : 

x(!/t, — r jr,) — ,v(rz, — ZJ-,) + — j/a-,) = 0 

J',(J •*, - z »,) - tlXx — r X.) + z,(z g, - y z-,1 = 0 . 

Jlit Rück.sicht auf die Gleichungen 4. kann man aussenieiu die identischen Gleichungen anschreiben: 

z siu f zin e — y siu i cos 11 z co« » = o 
X, sin I, sin 9, — y, sin f. cos 9, + z, cos i, = o , 
und, indem man abkürzend fr — fr, = Ö setzt, noch die weitem : 



(z »In 1 , sin fr, — y »in i, co» fr. + z cos i,1 = (»in i cos i, — sin i, cos i co» 0) sin u — »in i, sin 0 co« m 
( z, sin i sin fr — y, sin i co« fr + i, csjs i) = (sin i, cos i — sin i cos i, cos frlsin n, + sin s sin 0 cos «, . 



Die lieiden von t unabhängigen Flächeuintegralc erhalten dann die folgende Form: 

^ c sin i 

Bin I co«i,— »ln i,co« i cos H — smi, sin ö cot n = — - 

5. 

, . D , • ■ • „ . CBiUI, 

sin I, cos I — sin i cos i, co» fr + Bin i sin fr cot «, = , 

' « 

Dm auch das dritte Fläcbenintegral, aus welchem die Derivirtc / nicht entfernt werden kann, 
durch Polarcooi-dinaten auszuilrUcken, schreibt man die identische Gleichung: 



«n fr — — fr sas — «in tf sin u, fda i.cos i — sin icos i, cos S + siii isin 6 cot w«), 

rr, rr, - » » •’* 



welche, wegen der voretehemlen Flächcniiitegrale 5. Ubergeht in: 



rz, — zx, . _ HZ, — zu, „ 

sin fr — *- cos fr — Rin M sm 

rr, rr, 



c sin «, 

• 

A 



Multiplicirt man die beiden ersten der obigen drei Flächenintegrale beziehungsweise mit cos fr und sin fr, 
um diesellien alsdann von einander abzuziehen, so gibt man auf Grund dieser identischen (ileichung dem 
dritten Flöchenintegralc die zweigliederige Form: 

Ö. n n, sin fr 2 r r, sin u sin K, »'. 

Wenn c eine Beständige ist, wenn also t' = 0 gesetzt wird, so folgt aus dieser Gleichung auch 
8 = fr — fr, = 0. Wenn aber s als Funktion der Zeit betrachtet winl, so ist die Grösse 8 ein kleiner 
Winkel, welcher nur in gewissen periodisch wiederkehrenden Zeitpunkten verschwindet. Es muss entweder 
sin t< = 0 oder sin «, = 0 sein, cs muss also der eine der beiden sich störenden Körper durch die Ebene 
des Pols hindurchgehen. fn diesen Zeitpunkten fällt zugleich der gemeinsame Durchschnitt der beiden 

18 
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BahiiflK'ueii in ilio jicnaiintp Coonliiiateiielienc liiiiein, während dcrsella- zu jeder andern Zeit diese Eliene 
unter einem gewissen Winkel schneidet. 

Aneil die beiden FlUehenintegrale f). lassen sirli in einer zweigliederigen Form daistellen, solutld 
man auf die gconietri.selic Bezielnmg zwiselicn den lieiden Bnlmebenen KUcksirlit iiimint. Es seien v 
und V, die landen Winkel, welche der gemeinsame Unrchsclniitt der landen Bahnelamen mit den tx'treffenden 
Knoten bildet. f)ie Winkel, welche die landen Leitstrahlen mit diesem Durchschnitte bilden, .sind dann ii — v 
und K, — V,. Aus den neuen Flächenintegralen, deren Heileitung hier la-absichtigt wird, lässt sich ciisehen, 
dass jetzt elienso. wie es sich für den Fall i = 0 herausgestellt hat, die Winkel i und i„ welche die Elxnien 
der beiden Bahnen mit der Etaie des Pols bilden, stets entgegengesetzte Zeichen führen. Dies voraus- 
gesetzt, erhalten auch die Winkel v und v, entgi^engesetzte Zeichen. Es ist liekannt, dass die Winkel 
(t und H, stets positiv gedacht weixleu. Wenn mm in der einen Bahn ii — v < i< oder >■ > 0 gedacht 
wird, so folgt, aus den gegelamcn Voraussetzungen, dass in der anderen Bahn ti, — v, >. «, oder v, <; 0 
sein müsse. Man denke sich i > 0 und i, < i), mid nehme an. dass d — ü, = ö > O sei. Man findet 
dann e < 0 und r>, > 0. Es sei feiiier .7 der Winkel, welchen die Bahnela'nen mit einander bilden. Den 
beiden Bahnebeiien in Verbindung mit der F'bene des Pols entspriclit ein sphärisches Dreieck, in 
welchem den drei .Seiten — v v, und W heziehung.sweise ilie Winkel — i, » und ISO — #7 gegenüber stehen. 
Dieses sphäri.sche Dreieck liefert die (ileir.hungeu : 

{TDS r sin J = sin i cos i, ~ cos i sin f, cos A 
CO« V, siii — sin t, cos i *4* cos t, sin i i'os ^ 
sin V sin sin i, sin ^ 
sin V, sin J ss- »in t sin f* . 

Die Flächenintcgrale unter 5. werden dadurcli ühergefUhrt in die zweigliedrigen : 

«, sin ./ sin (u — r ) = c sin i sin ii 

7 . 

— n sin 7 sin l'w. — ^ c sin ö sin 

Diese Gleichungen führen glciclifalls zn dem schon aus dem Flächenintcgrale 6. gezogenen ScJilusse. 
Wenn nämlich sin « = 0 gesetzt wird , so Ist auch v = ü. Fenier folgt au.s den Gleicliungen des 
sphärischen Dreiecks für diesen Fall, wi'gcn « = 0, an.s.serdcm noch v, = 0. Wenn also der gestörte Körper 
dnreh die Ebene des Pols hiudurchgehl. .so geht er gleichzeitig durch die Elieiie des störenden Körpers. 
l>ie Eliene der lieiden sich störenden Körper und die Ebene des Pols schneiden sich in diesem Falle in 
einer und ilcr.scll>cn Geraden. 

Man heiuerke nocli. ihiss für den oft emähnten Fall, wo die Balm des störenden Körpers als eine 
ungestörte Ellipse angesehen werden darf, weil nämlich das Verhältniss " neben der Einheit verschwin- 
det, die einfachen Gleichungen i, = 0, 7 = /, «, = c, weldie sich unter der .Aunalimc e' = 0 ergehen 
haben, fort bestehen, dass aber hier gleichzeitig nocli die beiden Gleichungen i» = U und », = ö augesetzt 
worden mii.ssi'n. 

Die in der Kräftcfunktioii vorkommende Veränderliche «, welche in rcchtwinkeligen Coordinaten 
durcli die Gleichung rr, s = x x, 4- Jt,'/<4' bestimmt ist, bezeichnet bekanntlich den cosinus des Winkels. 
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welchen die I)ciden I^itstruhlen r um! r, mit einander liilden. Mit der Kl>ene der drei Kiii-|>er bilden 
die beiden Ibihnebenen ein K|diäri.sdies Dreieck, aus weleheiu die Orös-se * unmittelbar als Funktion 
der Polarcoordinaten gerumlen wird. Es ist; 

X s; COS (n — ») C(« (w, — »,) + CO« J sin (i» — v) sin («, — p,\ 



S 42. Der Leitstrulil des gestörten Köri'et's tn der Uiclitimg der resultireoden Anziehung. 



Wir tH'balten nun vorzugsweise die liewepuug der einen Masse m iui .4uge. Dieselbe winl von 
dem Cenlralkori>er , und gleichzeitig von der andern Masse »i, angezogen. In dem ersten .\bsclmittc 
ist gezeigt worden, da-ss durch die Einfiihning von s in die linear« Trausfomiatiou der Nullpunkt der 
Coordinateii von dem Orte des Ceutralkörpers weg nach einem antlern der Ebene der drei Körijcr an- 
gehörigen Punkte verlegt- wird. Da auch die Itichtung der Itesultante der beiileu Anziehungen in die 
El)cne der ilrei Köi-per hineiufiillt. so steht Nichts im Wege, die Grösse e in solcher Weise zu bestimmen, 
das.s diese Uesultantc durch den Nullpunkt der Coonlinaten geht, dass also der Leitstrahl der Jfasse 
»I mit dei-en Uichtung zusammeufüllt. Hierdurch winl auch der Hahn des gestörteu Körpers jene 
Eigenscluift zugetheilt, welche iiu S 40 als eine Kigenthiimlichkeit der ungestörten ellipti-schen Be- 
wegung hciTorgeliobcn wonleii ist. 

Die freie Bewegung des Köqiers wird von der geraden Linie weg in der Richtung der resultiren- 
don Anziehung ahgelcnkt. Die Lage der KrummungselHme in irgend einem Punkte der Bahn ist dem- 
nach durch die Tangente der Bahn und jene Itesultante liestimint. Mau Immerke, dass die Ebene der Bahn 
durch (üc Tangente und den Lcit.strabl iK'.stimmt ist. Da nun der Lcitstrahl in die Richtung jener 
Resultante Inncinfallen soll, so milsseii auch die Kriimumugsehene und die Ebene der Bahn zusanunen- 
fallen. Dies fuhrt schucll zu derjeuigeu Gleichung, durch welche sich lUe V'erändcriiche t der ausge- 
.sprocheneu Forderung gemäss bestimmt. 

Von den Polarcoordinaten des bewegten Körpers ausgeliend ; 

X =r r (cos O C08 « — CO» I siu O »in «) 
y = r ( »in » cos « + CO» i co» O »in «) 

1 = r »in i »in m 

erhält man leicht aucli die Gleichung, durch welche die Ebene der Polarcoordiuatcu ihrer I.age nach 
bestimmt ist. Man braucht desshalb nur die beiden Veränderlichen rund i* zu eliminiren. Man erhält: 

X »in I »in 0 — y sin ■ cos O -f z co» » = 0 . 

Die Forderung, dass diese Ebene zugleich durch die Tangente der Bahn gehen soll, gibt ferner: 

x' &iQ I sIq 9 — y sin i cm & -t- 1 ' güs t = 0 . 

Ba die Lage der Krtlmmungsebeue auch durch zwei auf einander folgende Elemente der Bahn bestimmt 
werden kann, so entspricht derselben noch die weitere Gleichung: 

18 * 
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,t" «in i «in O — y" «in t c®s « + «"cos i = 0 . 

Kliiniiiirl uian die »eiten Derivirten der Coordinateii mit Hilfe der im Ij 40 aufgcstcllten (ileicliungen 
1., so gelangt man zu derjenigen Gleichung, aus welcher die Veränderliche i bestimmt werden müsste, 
damit in der gestörten Halm der Leitstralil mit der Richtung der resultirenden Anziehung zusammcn- 
fallt. Mau findet: 

(«•, «in I »in » — y, »in t ci>« O + r, cos 0 « ” + * (■r.' »in i sin 4t — «in i cos 4t + »,' cos f) i 

ir ^ ilV . . ^ , dV 

= .j sin I sin 4t — r «111 1 cos 4>+ . cosi. 
dx dji dz 

Die Hahn des ge.störten Kiiiiier.«, bezogen auf den Ort des Centralköi-pers , ist eine doppelt ge- 
kriimmte Cuire. Wenn der Xullpuukt der Coordinateii mit dem Ceiitralkörper nicht ziisiunmcnfallt. 
soudeni auf diesen bezogen selbst eine Bewegung hat . so kann es nicht befremden , dass die Hahn 
des gestörten Köritei's, da sie auf den Ort des Iteweglichen Nullpunktes bezogen ist, eine andere Gestalt 
annimml. Penn der W>g des gestörten Körpers in der Hichtung ii-gend einer der drei rechtwinkeligen 
Coonlinatenachsen wird dann um den in der gleichen Itichtung von dem Nullpunkte der Coordinateii 
während desselben Zeitraums zurückgelegten Weg verkürzt. .\n die obige Kordennig in Betreff der 
Grösse e knüpft sich eine inerkwünlige Kigenschaft. welche die Hahn des gestörten Köriiei-s in Folge der 
dem Nullpunkte der Coordinateii zugetlieilten Bewegung anninimt. .\us dem gleiclizeitigcn Bestehen 
der obigen drei Gleichungen , welche einer und derselben Ebene entsprechen , folgt nämlich , dass die 
Grössen fl- und i beständig simL Differentiirt man die erste Gleichung, und eliminirt alsdann die Derivirten 
r' y t mit Hilfe der zweiten; differentiirt man auch die zweite Gleichung, um die Derivirten x” y" i" 
mit Hilfe der dritten zu eliminiren. so ergeben sich sofort die beiden Gleichungen ff' = 0 und i' = 0. Die 
Forderung, tiass der laütstrahl des gestörten Küriiers mit der Itichtung der resultimiden .Vnziehiing 
zu.sammenfal!e , macht demnach die Bahn des gestörten Köi-pers zu einer Ciirve. welche in einer sich 
scllist stets parallel bleilMUiden Elieiic beschrieben wird. 

Dass liier die Eliene der Hahn ihrer anfänglichen Ijige stets parallel bleilieii muss, davon kann man 
sich leicht auch durch eine andere Bctrachtiiiig ülierzengen. Wenn nämlich der Nullpunkt der Coordinaten 
auf derjenigen Geraden liegen soll , welche die Richtung der resultirenden .\nziehiiug aiigibt , so kann 
man sich denken, es sei nur ein einziger auziehciider Punkt vorhanden, welcher gleichfalls auf dieser 
Geraden liegt. Die Entfernung desselben von dem Ort des bewegten Köi-pers mag hier mit k r be- 
zeichnet sein, wo k ein uiibestimiuter veränderlicher Coefficient ist. Man hat dann die folgenden 
Gleichungen : 



yikzf - ziky)" —V 
X (t j )" — r (*«■)" = 0 

-Multiplicirt man dieselben mit k, so erhält man durch die Integi-ation : 

l* (y i - z y') = c, 

*’(ry'-.y «•') = «« 
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Indem man hier anstatt der reclitwinkcligcn Coordinaten die Polarronrdinaten einfulirt, werden diese 
Oleicimngen unigewandelt in: 

k* n sia i sin a = c, 

* 

ir’ n ftia i = r, 

A:* N Co* I ~ Cj • 

llaraus folgt auf der Stelle, das# i*n eine Iteständige ist. Es folgt aucii, wa-s man zeigen wollte, dass 
9- und I Beständige sind. 

Mit Rücksicht auf die Unveränderlichkeit der Elemente 9 und i lässt sich die Gleichung zur 
llestiniinung von $ etwas einfacher darstellen. Man hetrachte U als Funktion der Polarcoordinaten 
r r, . 1 , und man erhält, wegen der identischen Gleichung : 

X 8Ü1 1 Rio d — .V sin I CO* ^ + - 



die folgende Transformation : 

dv ^ dv ^ , <tr . 1 d/; 

dx dy dt _■ 'rr, d« 

ln dem vorigen Paragraphen ist feiner die identische Gleichung aufgestellt worden : 

X, sin f sin 9 — y, sin i cos 9 f, cos i = — r, sin J sin (ii, — . 

Die Gleichung zur Bestimmung von i geht deshalb Uber in : 

r, sin J sin (n, — »,) s" -p 2 (r, sin J sin («, — »,)) *' =r sin J sin («, —r,) -i- , 



oder noch einfacher in : 

8. (sin* / sin* (n, — »,) r,* i'J = sin* J sin*t«, — »,) -j' ^ • 

In dieser Gleichung verschwindet der Factor von e' periodisch , zweimal während eines Umlaufs 
des störenden Köriicrs, immer dann, wenn der störende Körper durch die Ebene des gestörten hindurch 
geht. Daraus folgt, dass die durch die Gleichung 8. bestimmte Veränderliche t nicht immer einen end- 
lichen Werth hat. Dieselbe ist unendlich gross, sobald jener Factor verschwindet. In der Störungstheoric 
aber sind der Variation von e enge Grenzen gesteckt, weil verlangt wird, dass die durch dessen Ein- 
führung bewirkte Verrückung des Brennpunk-tes von dem Orte des Centralkörpers weg jederaeit eine 
kleine Gritssc der ersten Ordnung darstcllc. Diese Forderung ist hier nicht erfüllt, und es folgt daraus, 
dass die Grösse s in der vorgeschlagenen Wei.se nicht verwendet werden darf, wenn man nicht ülierhaupt 
darauf verzichten will, zu einer brauchbaren Lösmig des Integrals zu gelangen. Auch schon aus der 
Ilnverändcrliclikeit der Elemente 9 und i, welche eine nothwendige Folge der oben an die Grösse t ge- 
stellten Fordenmg ist, lässt sich ohne weitere Analysis ersehen, dass diese Forderung mit der Störung.s- 
thcoric unverträglich ist. Denn man weiss, dass.der Knoten für den Full e = 0 fortwährend im Abnehmen 
begriffen ist. Der Wegfall des der Zeit proixirtionalen Gliedes von 9 kann aber durch eine stetige 
Aenderung der Grösse e nicht ausgeglichen werden. 
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Die Analysis hat nun pezeitrt, dass auch in der gestörten Halm der Ia>itstmhl jederaeit die Hich- 
tung der resultircudcu Anziehung cinhalten kann ; dass aber diese Auflassung der Bewegungserscheinung 
mit den Fonlemngen der Stomngstheoric unvereinbar ist. weil der Brenniiunkt der Elli]>se auf dem vor- 
gezeichneten Wege in nultegrenzte Kutfenmngen hinau-släufl. Es sei denn, dass man sich darauf In*- 
scliränken wollte, nur einen solchen Theil der Bahn zu verfolgen, für welchen jene Grenzen, welche dem 
Werthe e gesteckt sind, eingehalten werden können, ln jedem andern Kalle ist man genötliigt, dem 
I/eitstrahle eine von dieser Ilesultantc ahweirheiide llichtiing zu gehen. 



§ 43. Die kanonische Form der Fhlchenintegralc wiedcrhcrgcstellt, und das Integral 

der lebendigen Kraft. 

Die Derivirten der Elemente fl i u lassen sich leicht aufstellen , indem man in die Gleichungen 3. 
des 41 anstatt der rechtwinkeligen die Bolarcoonlinaten .setzt. Es versteht sich, dass die entsprechenden 
Störungsgleicliungen elienso wie auch die (ileiclmngen 2. Glieder enthalten, welche mit den llerivirten f" 
und (' multiplicirt sind. Wenn man alwr «lie zweite Derivirte i" mit der Derivirten des Elementes in 
eine einzige Derivirte zusammenfasst, so hat man den analytischen Au-sdnick derjenigen Transformation, 
welcher sich das Element unterwerfen uiilsste, damit die Deriviite des neuen Kleuieiites voti i" unabhängig 
werde. Wiewohl nun nicht gerade behauptet werden kann, dass die so transfomiirten Storungsgleichungen 
vor den ursprünglichen durch grössere Einfachheit ausgezeichnet sind, so gebührt densell)eu doch aus 
einem andern Grunde der Vorzug. Es haben nämlich die drei Flächenintegrale, nachdem die neuen 
Elemente an die Stelle von fl i « getreten sind, die kanonische Form, wnrimter jene einfache Form ver- 
standen sein soll, welche sich in dem kauoni-sclien Systeme der Bewegungsgleichungen, also unter der 
Amialime f' = 0 eigelicn hat. Um nicht die soclien vorgczeiclmetc Transformation wirklich ausführeii 
zu müssen, was ziemlich beschwerlich sein würde, nehme ich zum Behufe der Hcrleitung der transfomiirten 
Störungsgicichungen von vorn heit-in einen andern .\nsgangs|iuiikt. 

Es sind schon iin § 41 in die Differentialgleichungen der Bewegung, welche einem veränderlichen 
t entspn'chen, anstatt der recbtwinkcligcn Coortliiiateu die Polarcoordinatcn eingeführt wonlen. ln Folge 
dessen sind die drei Cooiilinaten xye durch die vier neuen Veränderlichen r«fli ersetzt worden, und 
es ist also eine ülwrzähligc Veränderliche in die transformiiten Differentialgicidmngen eingegangen. 
Neltenliei aller sind, elmnso wie für den Fall e’ — 0 geschehen ist, die folgenden drei Gleichungen an- 
gesetzt worden: 

ü i' — c y' = B sin 1 sin fl 
JT / — X x' A sin t cos ^ 

.t y — y x' = A cos I. 

Von diesen Gleichungen sind bekanntlich nur zwei unter sich wesentlich vcrschieilcn. Die dritte folgt 
identisch aus den lieiden andern. Durch diese beiden Gleichungen soll nclieii der in den Coordinatenwerthen 
xye vorkoinmenden überzähligen Veränderlichen zugleich die noch weiter cingefühi-tc Veränderliche n be- 
stimmt sein. In eben diesen Gleichungen ist zugleich die Forderung amsgesiirochen, dass die Ebene der 
Bahn mit der Eliene der l’olarcoordinaUm zusatmnenfalle , dass also auch die Ebene der Bahn durch 
jene Elemente fl und i der Lage nach liestimmt sei. 
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Um unter der Aimalimc eines vcränderlkhcn t jene eiiifacbe Form der Fliidienintegrale wieder lier- 
zustellcn, welclie »ich für den Fall s' = 0 ei-gelien Init, ist man pcnöthigt, die erwähnte Beziehung der 
Elemente & uud < zu der veränderlichen El)cuc der Balm fallen zu lassen. Man kann unhedenklich die 
Folarcoonlinatcn von dieser Abhängigkeit liefreien. Denn es kommt in der That nur darauf an, da.ss die 
.Abweichungen von der Ela-ne der lialm, welche die den Elementen 9 uud i entsprechende Ebene zeigt, 
als kleine Drössen der ersten Ordnung »ich darstellen. Was die Ebene der Bahn lK>trifft, so weiss man 
von vom herein, dass deren Schwankungen kleine Grossen der ersten Ordnung sind. Da.s Gleiche wird 
auch von den Variationen der Elemente i und 9 gefordert. 

An die Stelle der obigen drei Gleidiungeu lasse ich die nachfolgenden treten: 



tf z — z li + r, — r >/,) f ' = n sin i sin 0 

9. j«' — zj + (j-r, — i z-,)»' = « «inicos O 

•V y — y -F + (y y, — y j*,) f ' = « cos i , 

von denen die dritte auch wieder au» de'n Indilen nndeni abgeleitet weiden kann. Mit Rücksicht auf die 
identische Gleichung: 

j* »in t sin — y sin i i'os ^ K ir co6 1 s 0 

ist dies auf der Stelk' michtlich, wenn man die obigen Gleichungen der Reihe nach mit r, y, s multiplicirt, 
und alsdann addirt. Durch diese Annahme wird aber die kanonische Form der Flächenintegrale wieder 
hergestelll. Man schreibe für die andere Bahn die ent.sprechendeu Gleichungen, indem man die unten, 
gcstricheuen und die nicht gestrichenen Buchstalieu der Gleichungen ft. gegeneinander, und gleiclizeitig 
i gegen — e vertauscht. Die im S 41 unter 3. aufgezeichneten Fläehcnintcgralc gehen durch die Elimi- 
nation der rechtwinkeligen Coordinaten sofort lilier in: 

n »in i sin 0 + n, sin i, sin 9, — 0 
I? sin i rosO -4 h, siii i, co» O, = 0 
B cos i -(- n, cos i, — c = 0 . 

•An deren Statt kiinnen wieder die einfacheren gesetzt weiden: 

0 = 0 . 

«, sin (i — i,) = c sin i 
H sin (ö — I ) = c sin i, . 

Es ist schon oben liemerkt worden, ilass die Differentialgleichungen der rechtwiukeligen Coordinaten. 
welche einem veränderlichen t entsprechen, ein System darstellen, welches nicht mehr die kanonische Form 
hat. Es ist nun gezeigt worden, dass in diesem Systeme jene einfache Form der Hächenintograle, 
clicnso wie in dem kanonischen Systeme, wieder auftritf. Man dürfte also nicht sagen, daa kanoni^he 
.System sei durch diese Bdrm iler Flächeiiintegrale gekennzeichnet. , 

Auf Grund dieser einfachen Flächcnintegrale nimmt auch die Gleichung rr,» = a:j:, -|-yy, +««,, 
nachdem man die Polarcoordinatcn eingefülirt hat, die frühere einfache Gestalt wieder an. Es ist: 

» = CO» u cos u, -j. cos (i — •',) sin » sin », . 
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Dip Gleichungpii 9., welche jene einfachen Flächeninteftrale cnnöglicheii, können üliripens noch in 
einer andeni Form anfjcschrieben werden, welche sich zum Behüte der Elimination der rcchtwinkeligen 
Coordinaten mehrfach als hrauchhann' erweist. Wenn f' = 0 gesetzt wird, so drücken dieselben bekanntlich 
die Forderung aus, dass Sich die Derivirten von -7 -7 ganz elienso gestalten sollen wie für den Fall, dass 

# und i tiestiindige Grössen seien, vergl. § 3. Dieser Forderung liat man einen einfacheren analytischen 
Ausdruck gegeben in den Gleichungen: 

(1)-«).; (D-K.;- 

von welchen die dritte in den lieiden andern enthalten ist, wegen der beiden identischen Gleichungen: 

M-;).* HD.-”' 

Da nun nicht mehr t' = 0 ist, so setze ich an die Stelle iler soeben aufgezeichneten die drei nachfolgenden: 

(7)' Hi: (ft;. 

Um naebzuweisen, dass dieselben gleiclil)etleutenil sind mit den obigen Gleichungen 9., schreibe 
man die letzteren, nachdem man dic.selben durch r* getlieilt hat. in der wenig geänderten Form: 




Man findet leicht, dass die vorher aufgezcichneten Wertbe der Derivirten von - 7-^-7 diesen Gleichungen 
identisch genügen. Diese Derivirten genügen, auch der Gleichung: 

Wh 

Daraus folgt, dass die Gleichungen 10. in der That gleichbedeutend sind mit jenen Gleichungen 9. 

Unter der Annahme eines veränderlichen t zeigt sich das Integral der lebendigen Kraft in einer 
Form, welche kaum verschieden ist von dem für den Fall t'=0 aufgestclltcn. Zum Bebufe der Her- 
leitung empfiehlt es sich, von den ursprünglichen Differentialgleichungen der Bewegung auszugehen: 
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Das Integral der lelreuiligen Kraft erliiUt (Uiiiii ziiiiiiehst die Form; 

{■' + n‘ + f 1- i"’ + 4 t.‘‘ = 2 /■ - « . 

Zum Heliufe der Traiisfnrnintioii schreibt iiiaii alsdann die identische (ileichnng; 

I * + I/* = ( £* C'*s r * t' du f i* + ('{/ ciiÄ r t- £* »in *) 

— (r X, f ')r -u ( j-/ _ X f' d . 

Durch Vertauschen iler rerhtwiiikeligen C'uonlimiteii verschiedener Achsen gegeneinander ergelten sich 
andere ähnliche tileiciiungen. Mit deren Hilfe führt man das Integral d<T lebendigen Kraft Uber in: 

<x' 4 r. f' >• + ty + V, »')• + («‘ + »' d + t-r,' — ^ I* + ij),' — .* I l' + (t/ — i »')* = 2 t' — a , 



Oller, indem man nach l’otenzeu von t' onliiel. in: 

,|'I e»,j. J._'l ^ y,'*+ »,'•+ 2{,r,,/ + ir,.y + s,i — XX,' — .»)(,' — c/.')»' 

+ ( r,* + H,' + + C* + y* + i’t = 2 r - < 1 . 

Um wieder l’olarcoordinatcn einznrührrn. leite man aus 9. die folgende (ileicbung her: 

(J' y — y x')> + (a 1 - i x' t- + ( 1 / — • !/')’ 

+ ((-r-V. — »x.Hcy — j^r') + (J i, — rj-,t(.cr' — .-x't + (y — i y, l (y / — cy’t) 2 *' 

+ {(•'?• - V x-.l' + (* J-,)» -t- ly I, - y.t') t' = a> . 

Diesellte lässt sieh umwandeln in; 

t-c' + -|- <' Ka ’ -|- » ' -I- s' .) • - tx x' + * y' -l- J 

4 (lx‘-4 y' 4 r'tO. r' + y,y' + i,i' | — (xx, + y y, -4 : r,)txx' + y ;/ + ri'.l) 2»' 

+ (t-r’ -4 y' + i'l l'V.' -4 y,’ -4 r,*4 — l X X, -4 y Vr -4 r x.)*) 

In dem zweiten Thcile jraler dieser drei Zeilen lassen sich sofort l’olarcixmlinaten an die Stelle der 
rechtwinkeligen setzen. Indem man gleidizeitig durch r* theilt, gelaugt nuan zu der neuen Gleichung: 

x'' -4 ,y ‘ -4 r'' -4 * (x, x' + y, y' -4 c, »' + f.r,» + y,» + r,D »’» = (r’ + r, « <')> + "j . 

Kbenso kann man die ilem andern Massenpnnkte entsprechende Gleichung herstellen: 

x/' -4 y,"' -4 — 2 (x X,' -4 y y," + c r.'t »' + (x> -4 y' + r' t •'' = (c.' - c x j'f + j ■ 

Das Integral der leliendigen Kraft erhall demnach die einfache Form: 

II. e* -4 e.* -4 -4 = 2 1' — a , 

19 



1k 
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vfo man sich «Icr folficmlon Ahkürzimgon Ixslicnt hat: 

r r, nt' SS r,' — t» t' . 



§ -44. Die Dift'crcntialjileichuiigen der Bewegung in Polamiordinaten ansgedrOckt. 



Auf firuiid tler obigen Aufstellungen in lietretf der neuen Polarcoordinaten gelangt man sehr leicht 
zu der Derivirten Ans der Verbindung der fileiclmngen 10. mit einander entsteht: 

^ ^ jcos» = ^( '' j ", - ( Sill» + rusO - ( " sin» + ^ cos»)sj^' t' 

-Auf der linken Seite sehivilie man; 

^ ^ sin »■ -I* ^ ^ cos » =s ^ sin » + cos »J — ^ cos » — sin . 

Wegen der identi.schen (ileirhungeu: 

sin » + cos » = eng w ^ cos » — sin » cos i sin u , 

r r I C 

rührt man al.silann die voisteliende über in: 



sin M (w' C08 i O l si sin n 4 - ("cos u, — * «w m> t . 

r* f 

Da man den j;einoiii»aniou Factor sin» stiviclHm kann, m» tK'lüilt man mr lU'Stimmung von tt die ein- 
fache Gleichung: 



12 . 



H 4 * CmS| 0 '' = 



« 

f» 



ds r, . 
du r * 



Um auch die Derivirten i' u zu hesUimueii, gehe man von den (ilriclmugen 2, des § 41 aus. 
Diej^ellKMi schreiben .sich nun: 



( N üin I sin »)' + (y. / — y' + y r»' - £ y.’ t t == 

($t siu I cus#)' + J-' -f x:,' — x.r/) t ' — ~~ - ! 

r r, d» 

{ n tos i>‘ + (X, y' — y, x' 4 - .r y,‘ — yx,') t = • 

/um neluife der weiteivn Elimination der reclitwiiikeligcn Coordinaten benutze mal» ferner die identische 
(rleichung: 

Lr (j Y_ I 

rr, r, U r j rr, *r’ 
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wrk'he. mit Kücksicht nuf die (ileicliuiigeii 10., Überlebt in: 

'• *■' -J'L = (»sS - ^ " + »s- 'ü- (jL^ 

rr, V. rt, H t r, r ‘ r ) 

Die cutsiireclieude (Oeicbung des andern Massen|iunktes ist: 

tu: - ft, - in, 'i «, , ff - y, f r 

r r, V r r, /*. r,' r r, v r, r, }' 

Ausserdem tindet man noch andere ähnliche (ileichiingen durch Vertausi-lwn der nicht gleichnamigen 
Uoordinaten gegen einander. Mit deren Hilfe riilirt nmivdie obigen Irleichungen 2., nachdem man noch 
die AbkUr/nngen; 

r‘+r,«f'=e r.' — füf'— e< 

ilariii aufgenummen lutt. Uber in die folgenden; 

( fSr, — w r, /fff, — fff, \ «,r\ , , fff, ^ ip, ( . . , . 

' " ‘ *■" ( ( r r, - - (- Tr. -)/rTj * + — 77,' ^ U''' » ~ ' '' ' ' + rfTj 

W. U.S..MCOSOJ ^ ^ J, + — - 

Unter dem Keistande der beiden identischen (ileiclmngfn: 



i'n sin I (i(»s >' siu 9 — (n sin i sin &)' cos ^ =3 — n sin i 0-* 

sin cos ^ ÄS sin (• — f,> sin h sin w. , 

rr, rr, ' * 

indem man die F)ächeiitute{;ra)e iKTiicksirlitigt, gelaugt man zu der Störung$g)eiehung: 

U nn, /■ nr, . 11 , A ... (. \ , d/*\ 

. — ^ 0 =1 CO* « Sia M, ^ — 8111 K cos M , -^-1 s + Sltl M WO «, I (.c, <ji — r f.) f + 

Im Weiteren bctliene man sich der iilentiadicn (ikdcUuiigon: 

(n sin I cos &)' cos ^ sin i sin sin ^ ^ i n «ln (V 

j* r, — r j*. _ « — r M. . _ ... .... 

cos 9 -f am ÄT — sin I sin 11 cos m, + sin 1 , siu h, cos n 

r r, r r, 

xy,-~ yx, .1 

: — r =s — cua I Sill II Cos n, + cos 1, sin o, cus h , 

r r, 

und im Anschlüsse an dieselbtMi auch der identischen Gleichungen: 

cot i/ sin 1 — (w sin 1)' cos i =s — « i ' 

sin »— f — cosd -f '* *' — sin a^'u* 1 = sin (i — i.icos «sin m, . 
rr r r, J ' 
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Mail gt'lanKl liinnluri-li zu diT »eiliTPU StnrungsRlpii'hiing: 

4. WM. »* f . M r, , w.r\ . tf 

1;> — ^ — rsIwmw^lUH, W CII5M rwBM. - - W — COP M MU H, 1 (i-, p — rp.l f + .-l- 

* c will I V ' r, ) . . T • d* ) 

Um .auch die Derivii te n zu erhalten, sehn‘itM> man schliesslich noch die lieiden identischen 

tlleichungen: 

( M oob /')' 4‘<»s r + I N sin t / sin i n*. 

j'V. — V.4, . , — . V : ff, , „ \ . . rf« 

— • s- — cos # + I — — fo» *i sin & I sm I “Ä . • 

r r. \ »■ r. r r, ) tiu 

Man findet die verlangte Störiingsglciclmng: 

a /» • ( u r, , ti- * tt,r\ . d» ( -c e . ^ \ 

!«■ M=-^w ^ ^ J» + ,,„(ic.e-re.), + 

Es hieilit nur noch ührig, jene Ilifreientialgleirlmiig der zweiten Ordnung nufzustellen. durch welche 
sich der Ueitstrahl hesliuimt. Durch zweimaliges Dilferentiiren <ler (Meichnng i* — x- ; y* z-’ erhält man: 

er" + i'« + X." + Pf" + + r' + . 

Wegen der Cleichungen I. des S 40 fuhrt man dies üImt in: 

rr" + r* 4 yp, + zi.) s” — Z (j-c.' 4- pp' + :i,'> p‘ 4 - 1 4 - .v‘ + z* I p * 



An die Stelle der rcclitwinheligen Uoordinaten kann man nun leicht die l’nlaicoordinaten setzen. .Man 
lienütze die im jä 4;i gefundene Oleirlmug: 

x‘ 4- g' + 4- '4 ( J-, .i' 4- ff. e' 4- -•') f 4- ts-.p 4- 4- z,') t' = e' 4- ■ 

f' 

und die Differentialgleichung zur Destiiiiiming von r geht iilier in: 

17. ii" + i''4- er, »p" 4- äire,»)'»' 4-^r,*- r>lp'' = p‘ I- + ’ *rfr ' 

Dir Ih'wegung der Masse w, unter der Anuahine, dass i eiue uiilmsliminte I-unktion der /eit wi. 
hisst sich nun durch das System der Dilferentialgleidiungen 12. 14. 15. IIJ. 17. Iwstimmeit. 

Man denke sich an die Stelle von f eine liestimmte Ennktion der Veriindcrlichen eingesetzt. Dem 
Brennimnkte der von der Masse m iKeschrielwuen Klli|ise ist dann eine hestinmite in der Elicne der drei 
Kiiriiei' heschriebene Dahn vorgezeichnet, welche gleichfalls auf eine iM'wegliche Ellipse zuriickgeflihrt wird, 
während demdlK- unter der Annahme * =z 0 jederzeit mit dem Orte des Ueutralkörpers zusammenrällt. Es 
versteht sich, da.ss die gestörten Elemente jetzt anders ausfallen als unh-r der .Viinahme t = (>. Die in 
solcher Weise geänderte Dahn des gestörten KörjK'rs he.stimmt sich durch das vorliegende System Diffe- 
rrntialgleichungen. Die Derivirten i' und »' sind unmittelhnr gegelien. Diejenigen Störung.sglcirhungen, 
au.s welchen sich die Elemente /i und a la-stimmen, lassen sich hier cUmso hrrleiten. wie olwn für den 
Kall f' = 0 ge.schehen ist. 

Ich halle das vorliegende System Differentialgleichungen schon im Jahre 1.409 verötlentlicht 
(Astronomisclie Nachrichten N’o. 175S), und dort die inerkwUnlige Eigenschaft dessellH-n hervorgeholien, 
der zufolge die kanonische Form der rlrei Klächenintegrale Destand hat. 
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Ks ist weiter iwmdkcnswi'rth, dass in den vorliettendeii lileielmnReii «lio Dorivirten t und e“ 
jcJosinal mit dem .siiius mler dem rosintis eines veriinderlielieii Winkels iiiultiplieirl sind. Indem man 

die Kräftefunktion narli I’otenücn von -j- entwickelt, ttelan^t man zu fHieileni, welclie mit Potenzen von 

e multiplirirt sind. Unter diesen (>lie<lern kalten zum wenittsten die mit der ersten l’utiniz von e miilti- 
plieirten Kleiclifnils den .siuus oder tieii eosinu.s eines veränderliclien Winkels zum Factor. Daraus fol(jt. 
dass alle diejeui^ten Glieder, welche narli r uinl dcien Ihnivirlen linear sind, und welche also mit Itück- 
sicht auf ihren Zahlenwertli Vor den iihrinen von e ahhängit;en Gliedern zuerst in ISetraelit kommen, die 
Kittensrhafl liesitzeu. dass sie |ieriudisch «iederkehreiid verseliwiialen. .Man kann sich mm ein Uilheil bilden 
üImw den Kinlluss der Verämlerlirhen t auf die ttestörten Klemente. Man sieht, ilass sich derselbe immer 
nur auf .solche Glieder der jtestöilen Klemente cr-streckl. deren Ihirivirten gleichfalls diesen ia>rimlLschen 
Factor haben. Aus diesem Grunde ist es unmöglich, oltgleich man die Grösse f als willkürliche Ver- 
änderliche in die Störungsgleichungen eingenihrt hat. irgend eines der gc-stöiten Elemente einer Beständigen 
gleich zu setzen. Wollte man die veränderlichen Glieder ilieses Elementes ausnahmslos weg.schaffen. auch 
diejenigen, deren Derivirten jenen iterhalisclien Factor niclit IuiInmi, so würde sich ein Werth t crgelien. 
welcher wegen des darin vorkommenden iK-riodischen Nennei-s zeitweise uneinllirh gross ist. Dies wider- 
.streitet alwr den .Anfoiilerungeii der StörungsthiHirie. /u einem derartigen Resultate Lst man schon ölten 
im § 4;l gelangt, wo man den Eeitstrahl des gestörten Konters in die Richtung der resultiivnden An- 
ziehung gebracht hat. Diese .\nnnhme hat die T'nveränderliclikeit der Iteiden Elemente tf und i zur 
Folge gehabt. 



ü -15. Ueber die Art der Verwendung der veränderliclien Focodistanz in der Theorie des Mondes. 



lu der weiteren Untersuchung werde ich die dem Falle f = ü entsprechenden Slorungsgleicliuugen 
wieder ziun Ausgangspunkte nehmen. Von diesen Stiirungsgleichungen amsgeheml, habe ich in ilem vielten 
.Vbschnitte die ersten Xähcrungcii der Mondstörungen entwickelt. Die Methode der successiven .Substitution 
verlangt, dass man die erste Näherung de.s Pllementes in die Stöningsgleicliung einsetze, und den noch 
unbekannten Bestandtheil desscdltcn als neue Veränderliche nuffasst». Man erreicht hieiilurch den Vortheil, 
dass an die Stelle des gestörten Elementes ein anderes tritt, dessen Variation eine kleine (irösse der 
zweiten Ordnung ist. Wenn min aller die Umwandlung, welche das gcstöite Element bei dem Uehergange 
zu jener ullgeiiHnneii linearen Transfurmatioii erfährt, mit der hier besprochenen Trnn.sforination zu- 
sammenfälll. so versteht es sich, dass von diesen beiden Transformationen die eine als Stellvertreter der 
andern angesehen werden kann. Es i.st hiermit der Weg aiigislentet . auf welchem die veränderliche 
Focwlistanz in der Störungstheorie eine Verwendung finden kann. 

Durch die Einführung des veränderlichen t in die Störungsgleichungeii eiTährt übrigens nicht ein 
einzelnes unter den gestörten Eleiiienten eine Umwaiidliing; es sind gleichzeitig alle übrigen Eleinciite in 
Mitleideii.scliaft gezogen. Insofern mm die hierfliUTh Itewirkte Umwandlung der gestörten Elemente in dem 
Sinne jener andern Transformation ausfällt, da näinlicli durch die Eiiifiilirung des veränderlichen i die 
andere Transformation in jedem einzelnen Elemente, wenn auch nur theilweise zum Vollzug kommt, 
insofern nebenbei die Einführung des verUnderlidicn z nicht gerade schwieriger zu bewerkstelligen ist 
als die auf die Methode der succc-ssiven Substitution gegründete Transformation, dürfte wohl die allgemeine 
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liDcarp Transformiitii)n rier m'liiwinkrligen (Viordiiiaten als ein Hilfsmittel ?.u Iwtrachten sein, ilurrh 
welches die zu den Störungen höhcriT Onlnung führenden Reelmungen gefönlert werden kümien. 

In den ursprünglichen dem Falle e = 0 entspivehcnden StörunKsgleichungen führe ich auf der 
rechten Sentc dit^enigen Transfurmnlionen aus, welche in der Verallgenieinening der linearen Trans- 
fonnation ihren firund haben. .\n die Stelle jener Coordinaten, welche für den Fall r = 0 angenommen 
sind, setze ich die neuen dem veränderlichen e entsprechenden (kwrdinaten. ln § I sind die recht- 
winkeligen Coordinaten des kanonischen Systems für den Fall r = 0 durch S >j £ i, r,, £, Ijczeichnet, und 
in dem Weiteren .sind die folgenden (lleiclmngen aufgestellt worden: 

I s’xniii t 4 . a', «in r {, = x, cos t — x«in » 

IS. ij = y CHS » -t y, sin • ij, = y, cos s — y sin > 

f s= Ä cos t I. Hin f t,—~, c«m f — z sin f . 

Das kanonische System, welches dem Falle « = 0 entspricht, wird demnach in ilas neue der allgemeineren 
linean-n Traiisfuniiation entsprechende System ülmrgefUhrt, indem niaii an die Stelle der anfänglieben 
Ciainliiiaten Funktionen der neuen Coordinaten und von t einsetzt, ln gleicher Weise lass<>ii sich die 
für den Fall « = 0 angenommenen Folarciwrdinaten als Funktion der neuen Polarcoordinaten und von r 
darstellen. Da man die letzteren mit c « » i liezeiehnet liat, so luügeu die erstereii, welche sieh als 

Funktion davon und von t darstellen lassen, mit r, u, i, f>, bezeichnet sein. Indem man die Veränder- 

lichen <• und u an die Stelle der entsprechenden r, und n, hriiigl, erhaltim auch die neuen Elemente // 
und «. welche die Stelle der ursprünglichen jt, und < 0 , vertreten sollen. Eingang in die Störaugs- 
gleiehungen. Die Stürungsglieder zeigen sich dann als Funktion der Veriimlcrlichen e und c, und der 
neuen Elemente p ai ». 

' Ich gehe nun von iler Voraassetzung aus. dass die endlichen Gleielmiigen hekatmt seien, durcli 

welche sicli die ursprUnglieheu Elemente p, t>. i, tf, als Funktion der neuen und von t darsteilen. Es 

wird sich demnächst zeigen, das.« deren Herleitung nicht, wie man verniuthen dürfte, von weiteren Inte- 
grationen ahhäiigt E.S ist leicht zu sehen, dass unter dieser Voraussetzung die vollständige Integration 
der in der bcscliriebcncii Weise transfonnirten Stüruugsgleichungeti durchgeführt wcnleii kann, und man 
also aus die-sen Störungsgleichuiigen die genauen Wcrtlie der ursprünglichen Elemente </„ a, t. a, i, tf* 
erhält. Xachdem man über die Veränderliche i irgend wie verfügt hat, kann iimu durch die Integration 
die ersten Näherungen dieser Elemente als Funktion der Vcränderliehen r und r, und der neuen Elemente 
p a i & herleiteii. Veniiittelst der vorerwähnten (ileichungen findet man daraus die ersten Näherungen 
iler neuen Elemente , und cs steht Nichts iiii Wege, auch die Störung.sglicder zweiter Ordnung als Funktion 
der Veriimlcrlichen r und c, und der neuen Elemente p a i» darzustelleii, um alsdann zu deren Integration 
schreiten zu können. Für den Fall, dass in dieser Absicht die ernte Nähciiing des neuen Elementes 
nicht substituirt wenlen darf, weil gemä.ss iler iin § 23 gegebenen Vorschrift die Methmle der variirten 
Näherung angewciidet wenlen soll, hat man Veranla.s.sung. auf den vorigen Paragraphen zurUckzn- 
kommen, in weirhem die Derivirten der neuen Elemente aiifgestclll sind. 

In dem vorigen Paragraplien ist gezeigt wonlen, wie man zu denjenigen Störnngsgleichungen gelangt, 
durch deren Integration die neuen Elemente uiimittellair Irestimuit werden können. Wollte man dies 
neue System von Störnngsgleichungen in der Theorie des Mondes zum Ausgangspunkte nehmen , so 
würde es sich vor Allem wieder danim handeln, die Funktion t ausfindig zu madicn, durch welche den 
gestörten Elementen die etwa hcalisichtigtc Umwandlung gegeljen wird. Nachdem man diesen Werth i 
In die Störungsgleichungen eingesetzt hat, könnte man sofort zu deren Integration schreiten. Die 
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unprunglichrn Elcntente, weldtc bekannt sein müssen, wenn man sich <ler Coonlinatenwerthe ilcs § 30 
bedienen will, um den Ort des gestörten Kür|>ers zu Iierochncn, sind der Voraussetzung gemäss als 
Funktion der neuen Elemente und von t gegcircn. Es ist hiermit offenbar ein zweiter Weg angecleutet, 
auf welchem die \’cränderliche ( in der lÄsung des Problems eine Verwenduug finden könnte. 

Die nun mehrfach erwähnten Gleichungen, welche zwischen den ursprünglichen Elementen und 
den neuen bestehen, als Imkannt voraussetzend, kann man leicht die neuen Stöi-ungsgleichungen aus 
den ursprünglichen dem Falle e = 0 entsprechenden herleiten. Dazu bedarf es nur, dass man in den 
letzteren au.sser den vorhin aut der rechten fteite ausgeführten Transformationen auf der linken Seife 
noch die Derivirte des ursprünglichen Elementes durch die Derivirte des neuen und durch die Derivirten 
i und t" ausdrücke. Elienso leicht kann man auch von den neuen Störung-sgleichungen auf die ursprüng- 
lichen wieder zurückkommen. Um dies zu bewerkstelligen, muss man eine theilweise Integration ver- 
schiedener von f abhängiger Störungsglieder ausfuhrmi. Soliald man aber einmal diesen Zusammenhang 
zwischen dem einen und dem andern Systeme erkannt hat, sicht man sich sofort veranlasst, wenn etwa 
die Absicht vorlag, die Integration der neuen Störungsglcichungen auszuführen, dies wieder anfzugebeii. 
Man sieht nämlich, da.ss hier die erheblich vennehrteu Integnitionstchwicrigkeiten anderseits nicht durch 
einen entsprechenden Gewinn wieder aufgewogen werden. 

Um nicht von denjenigen Bestandthoilen zu reden, welche auch sonst nocli in den neuen Störung.s- 
gleirhiingen enthalten, den nrsprüngliehen Störung.sgleichungcn aber fremd sind, will ich nur darauf 
hinweisen, dass die mit der Derivirten i multiplicirten Glieder zum Thcil wenigstens das Element » 
zum Factor haben. Dieses Element kommt in den ursprünglichen Stömngsglcichungen nirgcmls vor, so 
lange es sich nicht um die Bestimmung eines anderu als der Elemente </, a r handelt Es ist ferner im $11 
gezeigt worden, dass die erste Xähening von n ebenso wie die von p erst dann angegeben werden kann, 
nachdem man die ersten Xähenmgen von 7 , a r aufgefiindeii hat. Die neuen Störungsgleichnngen besitzen 
demnach nicht mehr die für die Vereinfadmng der Integrntionsarheit so wichtige Eigenschaft, wonach 
die vier Grössen p a i & die einzig vorkommenden gestörten Elemente sind. Zu diesen gesellt sich 
noch das fünfte n hinzu. Die .Vnwesenheit von « verursacht eine Vcrinelmmg der lutegrationsartieit, 
welche den Gedanken nicht aufkommen lässt, dass es vortheilhafter sein könne, anstatt jener ur,spriing- 
lichen der Annahme t —0 eiitsprcchemlen Störungsgleirhungcn die neuen des vorigen Paragraphen 
zu gchrauehen. 

ln dem Bisherigen ist mehrfach darauf hingewiesen worden, da.ss die Differentialgleichungen der 
rechtwinkeligen Coordinaten, welche einem veränderliche« « entsprechen, nicht mehr die kanonische 
Form haben, dass diese mir dann forthesteht , wenn f '=0 gesetzt, also t als willkürliche Beständige 
angenommen ist Anderseits hat man gesehen, dass jene einfachen Flächcnintcgrale nicht au die kanonische 
Form der Differentialgleichungen gebunden sind, dass dicscllum vielmehr auch für da.s unbestimmte 
vcränderliebe « Geltung haben. Dagegen kommen unter der Ammbine eines veränderlichen c fünf 
gestörte Elemente in den Störiingsgleichungcn vor, während für den Fall f' = 0 deren Anzahl auf vier 
beschränkt ist. Die Eigenschaft der Störungsgleichnngen, wonach nur vier gestörte Elemente unter dem 
Integralzeichen Vorkommen, geht hiernaeh gleichzeitig mit der kanonischen Form verloren. Diese Eigen- 
schaft gibt demnaeh den richtigen Maassstnb zur Beurtheihmg der Vortheile, welche aus der kaiionischen 
Form der Integration der Störungsgleichnngen erwachsen. 
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§ 4G. Transformation der Stfiruugsglieder vermittelst der verllnderlichen Focodistanz. 



ln der Tltcorie des Mondes kömieu die (•leidmtigeii 18. des vorigen Paragraiihcu «egen der 
Kleinheit von t einfacher geschrieben wenien. Der Werth r darf nämlieh eine gewisse Grenze nicht 
überschreiten , wenn die lineare Transformation mit den Forderungen der Störungstheorie nicht in 
Wiilers])ruch gcrathen soll. Jener Aemlening. welche der l-citstrahl r, erfährt, wähitind er in den neuen 
licitstrahl r übergeht, .sind beiläufig dieselben Grenzen vargezeichnet, innerhalb deren .sich die Variation 
des la-itstrahls in der gestörten Balm lx>wegt. .Vus den zur länkeii stehenden Gleichungen 18. 
findet mau; 

= r* cos* # + 2 r r, * cos * siu * -}■ r.* sin* r . 



Aus dieser Gleichung folgt, dass der Ausdruck sin t eine kleine Grösse der ei-steu Ordnung .sein muss. 

Indem man ahkUrzend =; :* '* setzt, wo heiläufig m = und ist, findet man '' = ;ifiOü. 

f f Mt '* r* 4UU r 

Nimmt mau nun an, dass die grössten der in der Störung des Iz'it.strahls vorkommenden Glieder den 
Bnichwertli darstellen, .so i.st die Grenze, welche der Werth f iiieht Ubei-schiviten soll, durch den 
kleinen Bruchwerth Iwzeichnet. 

Wogen iler Kleinheit von f ist cs gestattet, sin ( = i und cos r = 1 zu si'tzeu. Dies gilt für die 
zur Unken stellenden Gleichungen 18. In den rechts stehenden darf f = 0 gesetzt werden. I>enn die 

G1ÜS.SC ~ t, nelicn der Einlndt hetrachtet, vciTfcliwindet vollstämlig. Nimmt man wie vorhin den Werth 
f == an, so ist r — = lämiiäsMioo' demnach die einfacheren Gleichungen; 



i = j- + r,t 


i.= 


1 =• .» + J». * 




t = .- + r. » 


£. = 



Man kann nun leicht einige der dem Falle r = 0 entspiechenden l’olarcoonlinaten als Funktion 
der neuen dem veränderlichen r eiitsim'chenden und von i daratellcm. Stdzt man al>kUrzend « = ij, 
wo nun t} eine kleine <irös.se der ersten Ordnung ist, so schieiht sich die voriiiu aufgestellte Gleichung 
einfacher: 



20. 



r,* = r>(l + a» ^ + i|»). 



Durch diese Gleichung i.st der Udtstrahl r, als Funktion von r » i; bestimiut. 

Indem man die Polarcoonlinaten, welche in der Theorie des Mondes die Vereinfachung i„ = U 
lind i, — 0 gestatten, in die ohigen Gleichungen l!t. einsetzt, erliält man ans den rechts stehenden neben 
r„ = r, noch die Gleichung «„ +»,■=« -}-». Hienlurch sind die Veränderlichen r„ und u„ als Funktion 
von r, und ti, liestimmt. 

Die links stehenden Glcichimgen l!l. werden durch die Kinführung der Polarcoordinnten um- 
gcwamlell in: 
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r, (ein cos u, — cos I, sin sin i(, j = r (cni » cos u — cos i sin # sin «) + r, » cos (u, + #) 

r, (sin tt cos w, -f cos i« co« sin n«) = r (sin fi cos w + cos t cos 9 sin ii) + c, s sin (n, + #) 
r< sin i( sin n« = r sin i sin n . 

Mit deren Hilfe kann man die VcrUnderliehc h, duwii die entspreclinide neue Veriinderliclie auf mehr- 
fache Weise ausdriieken. 

Wenn die zufolge der .Methode der sucressiven Substitution auszufUlirendc Transformation eines 
Klementes mit der aus der Einführung des veiänderlirhen i sich ergetonden Transformation zusammenfallt, 
so dürfte die Kürze der Itechnuug allein schon ein .\nlnss sein, den letzteren Weg einzu.schlagen. Man 
Inmierke vor .\lleni, dass die Störungsfunklion nur die drei Veränderlichen r, r„ s, enthält. Eine Funktion 
der gestörten Elemente ist dicsellie nur in sofeni als an die Stelle der genannten drei Veränderlichen 
bestimmte Funktionen von r und v, und der gestörten Elemente eingeführt werden niü.'isen. Zur Elimi- 
nation der zwei erstgenannten Veränderlichen liegen die beiden Gleichungen vor: 

r,* = r> (I + * s ^ 4- !]• ) unil r„ = r, . 

Die Veränderliche .v, Iä.sst sieh durch die Gleichungen 21. bestimmen. .Vus den zwei ersten der Glei- 
chungen 21. eliiniuire man das Einenwl sin o,, das .\ndcrenu«l cos«.. Man erhält an deren Statt 
die beiden; 



r, cos if, — r ( cos (O — cos w ^ cos r sin (O — a*) sin «) + r,r cos (h, + O — d,) 

22 . 

r, cos i, sin u, = r ( sin (» — »,) ros m -|- cos i cos(Ö — 0.) sin ii) + r,i sin («, + # — ♦,) . 



Mit Rücksicht darauf, dass i.st, gelangt man zu einem sehr einfachen Werthe 

Man multiplicire die letztere Gleichung mit cos h„, die andere mit sin m„, uml es entsteht durch die 
Addition die Gleichung: 

r, (cos », cos i<„ + cos i, sin a, sin «„) = rfcoaucosii, + cos i sin usin »,) -t r, », 
welche sich auch in der folgenden Form anschreiben lässt: 



211. r, «, =r(s -1- ij). 

Man kann hierdurch leicht die Veränderliche .i, in den Störungsgliedern eliminiren. 

Mit Hilfe der vorstehenden Gleichungen fülirt man ohne Weiteres die beabsichtigte Transformation 
in den drei folgenden Störungsgleichungen aus; 



II. 

III. 

IV. 



- r,' = cos c - r, - q„ + P, j 

, r, . f- da, . nl , S «c 

“• = ““ » S7 “ J + «• r-i' • 

— — 2sin‘ P*. ( t, sin r — »,cos») — c sin o (t, cos o -t *,sino)^ 



+ fl. - 2 r, ^ (I,, -I- a) -I- P. -t- W, 
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ln § 31 ist die Entwicklung der Stiii-ungsfnnktion aufgestcllt worden: 



= T ('r! (® - 1 + ~ (5 ® «0 + (35 - 30 ,.« + 3)] . 



Da man in dem dritten Gliede der Stöi-ungsfunktion die von »j aliliängigen Glieder streichen darf, so 
entsteht durch die Elimination von r, und s, die transformirte Störungsfunktion : 

fi. = Y ( (® (* + 'I I’ - ( 1 + 2 »•!+>))■ + ' (5 (* + ij)> - s (s + (I + 2« i) + ^>)) 

Wenn man den neuen Parametei' j> an die Stelle von p, treten lässt, so erhält die Grösse P,, 
welche in den obigen Stürungsgleirhungen vorkonimt, eine wenig eitifache Gestalt. Es fimlen sich unten 
noch andere Gründe, diirtli welche man veranlasst sein könnte, airstatt des neuen Parameters p den Para- 
meter p, des kanonischen Systems lieizulielmlten, und also die Elimination der ursin üngliclien Polarciror- 
dinaten auf die einzige », zu la-sehränkeii. Um in iliesein Sinne die Stöningsfunktion durch die Ver- 
änderlichen r, und s auszudrücken, schreibt man etwas einfacher: 



ß. = -*-( |!')’(s r> (»‘ - 11 + 2 r.» + (, + ,) (5 r> _ 1) + 2 r.<) + (Si «• - 30 .» + 3) j , 



wo nehenl>ci zur Elimination von r noch die Gleichung r,’ = i-*(l -f- a s ij -f ij*) zu verwenden ist. 
Zum Belinfe der Transfonnation der Stürungsgleichung: 



I. 



1 . fiß, Js, H, dü, , 

2 ~ du, rf«,, r," dr, **' 



sind wegen des dem ersten Gliede rechts lieigefügten Factors die bis dahin aufgestcllten Gleichungen 

nicht ausreichend. Man multiplicire die erstere der Gleichungen 22. mit sin k,,, die andere mit cos h„, um 
diesellwn alsdann von einander abzuziehen. Es entsteht: 



r, (vus H« siii N,« — cos ij sio o« cos u.,) = r (cos u sia k, — cos i sin u cos it , ) , 
oder auch die einfaclie (ileichung: 

24 



^ __ df 
*"* d«., ^ du, ' 



Ferner hat man die Entwicklung: 

da, 



Durch die Fjufühning der neuen Polarcoorilinatcn erhält man alsdann: 

ttt = (^7) dH* i ^ '•*) + L 
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Auch die Transformation der beiden noch übri^rcn StiJrunpsglcichungcn: 

■ .j . . . dSl, 

V. — Hf?, =rSlllf|COSN,ftin«l,« 

t»T o. ' - • 

>1. — K|t^<= sin M, sin M„ j - 

d»t 

erfordert eine weitere Vorliereitung. Auf die obigen Gleichungen 21. mnl 22. zurürkkommend schreibe ich: 
r* cos Mj sr f (cos (O — 0,) COS u — cos i sin < .. 0,) sin «) + r, # cos ti., 

r« cos !• sin = r (rin cos h + * cus(^ sin ») + r, s sin k,* 



r« sin i| sin u, ^ r sin t sin k . 

Multijdicirt man die zweite (Jleichung mit cos/, die dritte mit sinicos(d — und addirt man die- 
selben, so entsteht: 



r, (cos I cos I, *f sin i £>in i« cos (O — O,)) sin «, = r (cos i sin — 0,) cos u + cos (0 — 0,) sin «) + r, i cos « sin «„ . 



Man findet leicht die identische Gleichung 



cos i cos t( -f sin t siu i, cos (& — O,) = cus (/ — /«) cos* — + cos (» + i,) sin* — 



I — ^ cos* — ^ 2 siD* — sin* — - , 



Um die Weithc der drei letzten GliHer miteinander ?u vergleichen, bemerke man, dass 0^ — d-, eine 
kleine Grösse der ersten Onlnung ist, und elionso auch das Verhältnlss sin ; sin "y'-'. Mit Itück- 

sidit, auf die in den Integralen der Störmigsgleichungen V. und VI. zu erzielende Genauigkeit darf 
man die lieiden letzten (ilie<ler .auf der rechten Seite der vorliegenden Gleichung streichen. Die vor- 
stehende Gleichung sdireibt sich dann einfaclMT: 



r, sin if, =s r (^cos t sin — 9,) cos u + cos {'(y — sin n) r« s cos i sin m.« . 

Man kann diese GlciGbung, und ebenso auch die erste der oben angesetzten da*i Gleichungen noch 
weiter vereinfachen. Durch die Eiurührung eines Hilfswinkels kann man den OK*ffidcnten von r in diesen 
beiden Gleichungen eiuglialerig machen. Setzt man: 

cos — ^,) = 9 cos (0 — -fr» — 9 ) , cos i sin (# — ^,) = C — ip j , 

SO ergeben sich, vgl. § 29, zur Bi^timmuiig von q und q> die beiden Gleichungen: 

tg*-^ sin2s^ — 

0*s= 1 — ain*! sin* (©■ — <►,) , — — s — ; 

und mit Rücksicht auf die obisc Bemerkung, dass sin* i sin* (O — »,) nclren der Einheit gestrichen werden 
darf, die einfaciieren Werthe: 

ao* 
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^ = sin^ g- sin 2 (ö — d,) . 

Die beiden Gleichungen schreiben sieh denmach in der Form: 

r, cos u, =r r c«8^N -f O — 0, — sin* sin 2 (0 — + r, c cos ic« 

25. 

r, sin «, =s r sin fn + — 0, — sin^— sin 2(0 — O,)^ + c,i cos t sin u.,. 



Mit deren Hilfe hat mau die Factoren ros n, und sin », in den Störungsgleichungcn V. und VI. su 
cliininiren. 

Die Vereinfachungen, welehe die lineare Transformation wegen der geringen Grösse von i erfahren 
hat. sind der Störungsfunktion zu Gute gekommen; diesell>en sind aber nicht so ohne Weitere.s auch bei 
der Transformation der Kriiflcfunktion zulässig. Fs ist: 



b'.= 









In den der Störungsfunktion l>eigcfügtcn Gliedern darf man wieder r,’ = r’ (1 -f- 2 * ? + v‘) schrei- 
ten. Dagegen ist die Gleichung r„ = r, nicht mehr zulässig, weil das zweite von r, abhängige Glied 
voll U, einen vcrhäItDissmä.ssig sehr grossen Werth Imt. Man findet den vollständigen Werth: 

r,,* = f,* ro 8 * f — 2 r. r « C08 c Bin c + r* sin* # . 



Um auch jetzt, so weit als möglich, zu vereinfachen, schreibt man: 



r„ = r, co»t — r»8inj , oder auch 7 ’ = + ” *)i 

1 <* 

wo noch = 1 + x gesetzt werden darf. Hierdurch ist man in den Stand gesetzt, die Entwicklung 
der Kräftefunktion U, auf die der Stönmgsfunktion ß, zurückzuführen. Es ist: 






Es ist nun auch die Entwicklung jener allgemeinen Fonn der Kräftefunktion de.s § 31, welche sich als 
Funktion der unliestiminten Grösse e darstellt , aus der dem Falle z = 0 entsprechenden Entwick- 
lung hcrgeleitet. Eine Verwendung findet diese allgemeinere Entwicklung in dem Systeme der Differential- 
gleichungen des § 44. 
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§ 47. Die ursprünglichen Elemente der Storung als Funktion der neuen Elemente 

und der Focodistanz.^ 

Da man nun die dem Falle t = 0 entsprerhemion Polarcoordinaten durch die neuen, der allgemeinen 
linearen Transformation entsprechenden, ausgedriiekt hat, gelangt man leicht auch zu denjenigen Glei- 
chungen, mit deren Hilfe sich die ursprünglichen gestörten Elemente als Funktion der neuen Elemente 
und von $ daratellen las.sen. Nichts hindert, in dem neuen Systeme Differentialgleichungen den Bestän- 
digen e und c diejenigen Zahlcnwerthe zuzutheilen, von welehen man auch in dem ursprünglichen, dem 
Falle « = 0 entsprechenden Systeme Gehrauch machen »ürde. Es bestehen dann nebeneinander die bei- 
den Gleichungen; 

~ = l + cco8r, — s^l+ecosc. 

r« r 

Daraus folgt . Da nun aber zur Bestimmung von r, die Gleichung : 

r,’ = r' (1 + 2»i) + u’) 

aufgestellt worden ist, so erhalt man dieser entspiechend : 

21». j),*=li'(l +2»^ + ijD. 

Hiermit ist der ursprüngliche Paramt'ter als Funktion des neuen und von e dai^eatcllt. Zur Bestimmung 
von p, liegt nach § 13 die folgende Gleichung vor; 

= -t-2-^(r,«rsr+«, sinr). 

Nachdem man die erste Näherung von p, daraus hergeleitet hat, erhält man aus 2C. die erste Nä- 
herung von p. 

Die Gleichung, aas welcher sich das Element a, als Funktion von o mid < l»estimmt, ist aus 
den Gleichungen 21. des vorigen Paragraphen herzuleiten. Zu diesem Bchufe schreibe ich dieselben in 
der folgenden Form: 

r, (cos (ä, — fr) CO« M, — cos I, Rin (fr, — fr) sin u,) = r cos « + r, • cos », 
r, ^sin (fr, — fr) cos m, -p cos cos (fr, — fr) sin u,) = r cos i sin ii + r, « sin n, 
r, sin i, sin o, — r sin i sin u . 

Die zweite Gleichung multiplicire man mit cos i, die dritte mit sin i cos (ff, — ff), und addirc alsdann 
die beiden Gleichungen. Indem man dabei wieder von jener Vereinfachung : 

cos 1 , cos i + sin i, sin i cos (fr, — fr) = 1 

Gebrauch macht, erhält man die neue Gleichung : 

r, (cos i sin (fr, — fr) cos a, H- cos (fr, — fr) sin «,) » r sin u + r, s cos s sin 
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Ich schreibe dieselbe, und ebenso die erste der obigen Gleichungen 21., auf Grund einer schon im vorigen 
Paragraphen ausgefuhrlen Umwandlung, etwiis einfacher: 

r.cos^u, + », — # — «hi' sin 2(a, — d)J = rcos u + r, i cos », 

r, sin — sin’ sin 2(n, — aj j = rsin« + r, t cos isin . 

In der er.steren darf man i an die Stelle von i, setzen. Denn es ist sin* ^ — sin’ -j- = sin — sin '* j— . 

welcher Ausdruck in der Multiplication mit sin 2 (», — #) neben der Einheit gestrichen werden kann. 

Indem man die Veränderliche r aus den lieiden (ileichungen- eliminirt, erhält man die neue: 

sin^tt, -i- a, — « — ^ — sin’-^ sin 2(0, — — ^ ~ . 

Es licdarf nur noch, dass man u, d, = e ■ - a, und « j- O = r + m setze, um das Element co, als 
Funktion von a und $ bestimmen zu können. Mau hat die Gleichung: 

27 . sin^», — a — sin’ sin 2 (O, — O) J ^ ■ 

Die derselben zu Grunde liegenden Veniacblässigungcn können um so weniger beanstandet wenlen. als 
in Folge der von der Gleichung 27. zu machenden Verwendung nicht die Stöningsglicdcr der ersten 
Ordnung selbst, sondern nur das in den.stdben vorkommende Element la lietroffen ist. 

Im Ganzen sind cs die vier gestörten Elemente a, i, welche als Funktion der gleichnamigen 
Elemente j> ci i » und von c dargestellt wenlen sollen. Man hat sich in dieser Absicht der drei (ileichungen 
21. bedient, welche im § 4(> zur Transfonualion der I’olarcoordinateii aufge.stellt worden sind. Da sich 
aus drei Gleichungen aber nur drei Unbekannte berechnen lassen, so ist man geuöthigt, wegen der 
vierten Unltekanntcn zu den Differentialgleichungen iler licwegung Zutluclit zu nehmen. Man laslarf 
dazu aller keiner weiteren Integration. Die vier endlichen Integrale sind ebensowohl für das neue System 
Differentialgleichungen, welches einem veränderlichen e entspricht, als für da.s ursprüngliche System 
aufgeatellt wonlen. Durch die Vergleichung der lieiderseitigen F’lächenintegralc ergehen sich leicht noch 
weitere endliche Gleichungen, welche zwischen den gestörten Elementen des einen und des andern Systems 
bestehen. Die Zahl der im Ganzen zur Verfügung stehenden endlichen Gleichungen erweist sich als hin- 
reichend gross, um alle gestörten Elemente des für den Fall t = 0 aufgestellten Systems als Funktion 
der neuen Elemente und von « ausiirücken zu können. 

Ich gehe von den bekannten Gleichungen aus: 

I) t’ — J V = B, (in I, sin O, 

I f — £ £' = », (ini, cosO, 

4 S' - ii4’ = n,cosi, , 

und setze auf der linken Seite die durch die Gleichungen 18. gegebenen Coorilinatenwerthe 4 >; £ ein, 
von der Voraussetzung ausgehend, dass s eine unbestimmte Funktion der Zeit sei. Die obigen Glei- 
chungen gehen Uber in: 
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(y — jr /ICM’e + (y, »' — + yJ,' — * y,*)*»« » *in f + r, y/)sin*5 + (y/, — 7 y,) «' = ti« 8tn i, sin^, 

(xsf — i x')co&*f + (>,!' — 8, ** + *8/ — jx/)co* f Sin c -}* — r,jr/)sia*£ -f- (jjj, — j *,)«' = Hi aint, cosi^a 

(xy — yx')co«*» + (x,g' — y,!" + xy,' — yjr,')co5isin« + (j-,y,' — y,x,'}sin*t + (xy,— yx,) »' = n. «>i >, . 

Inilciii man nun die Gleichungen 9. des § 43: 

yx* — z y' + (y r, — X y,) x* = n sin i sin & 

XX* — xy + (xt, — *x,)i' = «8in I cos# 
xy— yx' + (xy, — yx,)f' = »cosi , 

und gleichzeitig die entsprechenden für den andern Massenpunkt liestehenden Gleichungen zu Hilfe nimmt, 
fuhrt man die obigen Gleichungen Uber in: 

n sin t sin # cos* e + (y, s' — r, y + y X,* — x y/) cos s sin s -f n, sin i, sin # sin* s = n* sin ij sin #, 
n sin i cos# cos* f -(• (x,z* — s,x' + x*/ — sx/)cosf sins + n,sin *, cos# sin* s = n, ainStCOS#, 

« 0051 cos* X + (x,y' — y,x’ + xy/ — yx/)coss sin s + n, cos i, sin* x —n, cosff. 

Die Flächenintegrale des ursprünglichen Systems haben die Form: 

»■ sin i, sin #, -i- n., sin sin #, a 0 
Ra sin r'a cos #, -f »fx sin iri coa#a = 0 
Ra cos f’a + n»a COS i,a — C =0 

Es ist gezeigt wonien, dass sich dieselben in der gleichen F’omi auch durch die neuen Elemente aus- 
drUcken. Man hat nämlich: 

« sin I sin # -f », sin i, sin # = 0 
n sin t cos # + R, sin i, cos # = 0 
• n cos s -i- R, cos I, — c = 0 . 

Dass auch die iK-igefiigten Integrationsbeständigen in den> einen und in dem andern Falle identisch sind, 
lässt sich leicht nachweisen. Fht bwlarf dazu Nichts weiter, als dass man die den Gleichungen 28. ent- 
sprechenden auch für die andere Bahn auschreilic, indem man in den ersteren die gleichnamigen unten 
gestrichenen und nicht gestrichenen Buch.staben g^'en einander, und zugleich e gegfti — t vertauscht. 
Addirt man die Gleichungen der einen Bahn einzeln genommen zu den entsprechenden der andern Bahn, 
so erweist sich auf der Stelle die Richtigkeit des Gesagten. 

Mit Rücksicht auf die Flächcnintegrale schreilien sich die Gleichungen 28. etwas einfacher. Da 
es nebenbei gestattet i.st, sin z = e und cos « = 1, ferner »i s’ = 0 zu setzen, so gehen dieselben über in: 

n sin » sin # + (y, x* — x,y* + y i,' — x y,'j c ■> n, sin f, sin #, 

29. " sin • CO“ ^ + (x- s' — z. x' + X x,' — x x,') 5 = r, sin 1 , cos #, 

ficoss+cs* + (x,y' — v,x* 4- xy/ — yx/)s ^ R,eusi, , 



Digitized by Google 




1(K> 

Dies sind atjcr die olicn crwUlinten ciullicheu (!leiclmD(?en, durdi weldie sicli die Elemente fr, f, «, als 
Funktion der gleichnamigen fr i ii und von e darstellen lassen. 

Um die Elemente fr, i, m, daraus zu bestimtnen, gibt man diesen Oleichungen eine auderc Gestalt, 
welche dem lieabsichtigton Zwecke ilienlicher ist, indem man auf der linken Seite in dem ersten Gliede 
jedesmal die Grösse « eliuiinirt. Auf diestmi Wege wird zugleich in den mit e niultiglirten Glie»lem die 
Elimination der rechtwinkeligeu Goordinaten durch l’olarcoordiiiaten vorlwreitet. Das Letztere betreffend 
bfHlient man sich der ini § 44 aufgc-stellten identischen Gleichungen: 

y.z' - r y.r - .'.A » _ 9 

rr, V rr, )h r* rr, r 

- r - ryA u, yz, - ly, ^ 

rr, V rr.Jm. r,* r r, r, ' 

mid der entsprechemleu, welche durch die Vei-tauachung der nicht gleichnamigen Coordinaten gegen 
einander entstehen. Ferner bedient man sich der gleichfalls im § 44 aufgestellten identischen Glcichmigon; 

xe. — zjr, . _ vz. — sv, _ . 

tim 0^ — — COS & SS* Bin C* — »,J sin u sin «, 

rr, rr, v 

Tlf,^VT,.. (X'Z,^ZX, o. . VA — ^ • cv^ • i-- -n. 

— ^ ^ sm I — I — i— i. cos 9 -t- •‘i ^ sin & I cos I = sm (i — i,) cos « sia u, , 

rr, V. A rr, ) \ i 

und cs ist nun leicht, die Polarcoordinatcu an die Stelle der re'chtwiukeligeu zu setzen. Es kommt dann 
alwr auch die oben verlangte Elimination der Grösse ti zum Vollzug. Die Gleichungen 2!l. führen auf 
diesem Wege zu de;i lieiden folgenden: 

Bin (1 — ö)^co8 H sin — Bin m k, -y^ -i- sin « sin u, (r. e — r e,)^ , = i*g Bin 1 , sin (fr, — fr) 

. f . . « r, , tt, r , , st • 

«in (1 — I,) I titn u siD u, ■ “ + w cos «, — ros w sio u, (A ^ — r p,) I e + c sio i 



— N,^Kia I cos I* — cos t sin i« cos — '&)) • 

In der Theorie des Mondes ist es gestattet, i, = 0 zu setzen. In Folge dessen gehen die vorliegenden 
Gleichungen ülicr in: 

,'{0. sin • ^cos u sin », ~ — sin « cos w, + sin n sin », (r,f — r e,)J « ™ «, sio 1 , sin (fr, — fr) 

31. sin i ^sin usin + cos »cos u, — cos u sin «,(r, p — rp,) 4* cs^ § 

= », (sin i cos i, — cos 1 sin 1 , cos (fr, — fr)) . 

Dies sind zwei Gleichungen, mit deren Hilfe man die ursprünglichen Elemente fr, und t, als Funktion der 
neuen und von e darstelleu kann. 

Man kann leicht auch das Element n, als Funktion der neuen Elemente darstellen. Zu diesem 
Bchufe bringe man mit den Gleichungen 29. die identische Gleichung: 
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j* V. M X. , . ( r z, — z .r. ÜT 4^, — ^ V. . ^ . 

rr, V »■»*. ) 

in Vciiiimlung. M.in Hmlet zur Bestimmung von u, die (ileirhung: 



dt 

iiü 



. f H r, . t n, r dn . . \ , . . -v 

^ l * ^ </n</h r *” */»7 ^ ^ 1 ^ f cctts I f* = B^^^cos » ci)8 film sm/| cos f(h, •- • 

Es ist schon «Imi Rczcigt worden, dass diejenlRc (imsso, welche liier den Coefticientcii von «, darstellt, 
der Einheit sleicliRcsetzt werden darf. Man hehält also die voi-stehcnde fileiclmns in der einfacheren Form; 



a-2. 



" + 



f »r, 
(’ c - 



f/> St ti,r rh( 



diulM, 






• re.)) 



# + rc«« i f* s=r n, . 



In den im Vorstehenden aufRestellten (ilcichungen kommt die. Veränderliche p = r' -J- K * t' vor. 
Zählt man zu den Elementen }> <o w i » als sech.stes die Veränderliche hinzu, so hat das.selbe in der 
Veränderlichen p einen Stellvertreter. Der letzteren entspricht unter den ursprünglichen Veränderlichen 
<lie üerivirtc welche gleichfalls als Funktion der neuen Veränderlichen leicht dargestelit weiilen kann. 
Man geht de.sshalh von der (ileichung 20. des S 4fi aus: , 



<•,* = r» + a r r, s » + r,' t> . 



Ditfcrentiirt man diesellK*, so entsteht: 

r, I',' = r (V + r. • (') + (r r, »)' » + c, r,' »> + r,> » 

wo noch die Derivirte (r r, *)' eingesetzt weivlen muss. Da die.sell>e in dem Bisherigen noch nicht aufgestcllt 
wonlen ist, so schreibe man zunächst die (iieichmig an: 

(> r, »)• = 3., j:' + II, !I + r, ;' + r x,' + ,v j/,' + » r,‘ . 

Die eine Hälfte der Glieder lictreffend findet man: 



c ) + )'+ ;; (^)'+ • ^ . 



was mit Rücksicht auf die Gleichungen 10. des § 43 übergeht in: 

j -. c 4- _ lU n , , _e_ _ 

rr, du A ~ r r ' 



Ebenso findet man die Gleichung: 



r X,' + D »,' + I _ <t» n, , . , r 

7t, “ da, r,i r,' ^ c, 

.Ins diesen beiden Gleichungen folgt die Derivirte: 

«?4f » r, . rf* B, f , . , . 

= d« > ■ + du, r, +•('■<> + ' ■ 

Indem man dieselbe oben einsetzt, erhält man zur Bestimmung von r' die Gleichung : 
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ifi> 



re + 



^ rts nr, . rfi? w, r . 



■>) 



t + r,r, #* — r, r, . 



Wirft man mm eimm HUckblick auf die sicchs (tieichungcn , durch welche die sechs Eleuieulc 
]i, a, I, 9, II, r,' als Funktion der entsprechenden neuen Elemente und von f dargestcllt werden, so ist 
vor Allem bemerkensvverth, dass die noch libriiten fünf fileiehungen , Uber welche man nach erfolgter 
Elimination von p zn verfügen hat. unabhängig sind von der Deriviiten i'. Man ersieht daraus, (hiss 
diese Gleichungen, auch in Itezug auf die Veränderliche f eine endliche Form haben. Dies wäre nicht 
so. wenn inan bei deren .Aufstellung von den Flächeninlegr.ilen des § 41 ausgehen widite. Die erwähnte 
Eigenschaft haben die vorliegenden Gleichungen dem Umstande zu verdanken, dass die kanonische Fonii 
der Flächenintegrale wieder hergestellt wonlen ist. 

E.S ist unverkennbar, dass die in Uede stehenden Gleichungen die Vermittlung geben zwischen 
dem ursprünglichen Sjstemc Htörungsgleichungen und dem neuen einem veränderlichen i entsprechenden 
des § 44. .Auf diesen Umstand ist ausführlicher in den .Ausführungen de.s S 4.5 hingewiesen worden. 
AVill man sich bei der Aufstellung der endlichen Gleichungen, welche zwischen den ursprünglichen uud 
den neuen Elementen be.stehen, auf die tllieder der ersten Ordnung lieschränken . uud fasst man dabei 
ins Hesondere die Differentialgleichungen 12. 14. 15. Iti. des § 44 iu.s Auge, in welchen neben den 
Derivirteii eo,’ 8-,' f/ nur die erste Derivirte von f vorkommt, so lassen sich die.selben auf der Stelle 
niederschreilH’n. F.s liedarf hierzu nur der thcilweisen Integration naidi c in den mit r miütiplicirten 
Gliedern der genannten Dilferentialgleichungen. 



§ 4S. Reductinn de.s Parameters und des Perigäums der Mondbahn vermittelst der 
veränderlichen Focodistanz. 

Da jene Gleichungen, durch welche die ursprünglichen Elemente als Funktion der neuen Elemente 
und von t dargestellt sind, auch in Bezug auf die Grösse t die i'ndliche Fmiii halam. so i.st die läisung 
der Aufgalie, irgend einem der neuen F.lemente durch die pas.sende Wahl von e eine lieliebige Eigen- 
schaft Iwizulegen, sehr vereinfacht. Man findet das hierzu geeignete t ohne AVeiteres durch die .Auf- 
lösung einer algebraischen Gleichung. Die einzige Beschränkung, welcher die Wahl der dem neuen Elemente 
zuzutheilendcn Eigeinschaft unterworfen ist, liegt in der Forderung, dass der aus der algebraischen Glei- 
chung lierechnete AA’erth t nicht einen Nenner enthalte, welcher zeitweise verschwindet. 

Wenn der ursprüngliche Parameter }>, in den neuen Parameter p ül)ergeht, so erleidet dersellw 
eine A'ariation, welche aus der Gleichung 2G.: 

p,’=p'(l -I- 2«^ -(- ij>) 

Iwstimmt werden kann. Indem man nur diejenigen Glieder der Variation l)eihehält, welche kleine Grössen 
der ersten Ordnung sind, schreibt man die einfachere Gleichung: 




Daraus ist ersichtlich, das.« durch die pas-sende AVahl von i) alle diejenigen Glieder des Parameters weg- 
gebracht werden können, welche den Factor » = cos tr halK'ti. 
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Oie weniger hervurragendeii Glieder der ersten Oi-dnung vernaddiissigend liat man im ^ 38 die 
erste Näherung von /»,“ in der folgenden Form angcsclirielien : 

— 1 = — 2 + c (-& ) V ~ )' tos 2 » + cos (2 it - V ij . 

Ks muss aller daran erinnert werden, ites in Folge der dort getroffenen Wahl der Integrationsbeständigeu 
t(, das Glnsl — I eos e in der ersten Xähci’uug unlierUcksiehtigt hleihen durfte. Unterwirft man die 
Iwiden veränderlichen in die obige Nähening aufgenomim-uen Glieder einer kleinen Umwandlung, schreibt 
man nündich: 



fos 2 M‘ 2 cos* «• — 1 



cos ( 2 *p — SS 2 coH le cos (ic — r i — cni» r , 

BO zerrällt jedes derselben in zwei Bestandtheile. von denen der eine, den Factor cos ir hat, der andere 
aber das Füneuial dem beständigen Gliede der obigen Näherung, ilas Anderemal dem ausser ,\cht gehessenen 
mit vo niultiplicirten Gliede als gleichartig angesfdieii werden darf. Die mit cos ir multiidiciilen Bestand- 
tlieile lassen sich, wie man soelien ge.sehen hat, dureh die iiassendc Wahl von jj beseitigen. Die erste 
Näherung von i>* zeigt sich dann in einer wesentlich einfacheren Form als das ohige Um aber die 
mit cos ir midtiplicirten Glieder wegzuschaflen. hat man sich des folgenden Werthes zu bedienen; 



aj. 



i; =1 — 2 ^c ( )* cos IC + t cos(ic — f)^ . 



Das in die erste Näherung von p* nun wieder aufgenoinniene Glied cos v kann durch eine andere Wahl 
jener willkürlichen Beständigen Vo daraus entfernt wenlen. Man gelangt zu iliesem Ziele, indem mau 
den bisherigen Werth r, um die Grösse k grösser imicht. 

Um auch den Einfluss kennen zu lernen, welchen die veränderliche Focodistanz auf die Variation 
des 1‘erigäums ämssert, hat man sich der Gleichung 27.: 

sin — « — sin^ ^ sin 2 (d, — ä 



ZU bedienen. Indem mau wieder nur die Glieslcr der ersten Ordnung Imrücksichtigt, schreibt mau die 
einfachere Gleichung: 




Man ersieht aus derselben, dass durch ein passend gewähltes t] alle diejenigen Glieder des l’erigäunis 
weggetiraelit werden können, welche den Factor sin ic haben. 

Schreibt imin die erste Nähenmg des Perigäums in der folgenden Form: 



0 ), — ». = J (^-)’( sin 2 B + A !in (2 K — r) , 

so sind die beiden grö,sstcn Störungen, welche dies Element erleidet, ilic Variation und die Evcction des 
Mondes, darin entlmlten. Vermittelst der Grösse jj küniieu dieselben beide weggehracht werden. In 
dieser Absicht schreibt man; 

21 * 
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Sill 2 tr SS 2 lin ir C(is fir 
sin f 2 w — r) ta 2 sin ic cos («■ — ci — sin c . 

In FoIko iliesor Uniwandlunp trctnn an die Stelle der f;eiiannten Störungen iin Onnzen drei Glieder, von 
denen zwei den Factor sin ir lialien. IXircIi die BeseitiKuiiR der mit sin ir niultiitlicü-ten (ilinler findet 
man den Werth: 

35. >! = - { ~) ( ^ )*™» K + h cos I tr - r I j , 

welcher sich von dem ohisen unter 34. gegelienen Werthe nur in ilen hestandiiten t’wfiicienten unter- 
sclieidet. Jenes dritte Glied, welches durch die vorstehende Uinwandluu); der Gliciler erzielt wird, ist 
gleicharti;? mit dem in der ei-sten NUheniiiK von lo. gestrichenen Gliede + •> to sin e. Durch eine 
anileiv Wall! der willkürlichen Hestiindigen tj kann dassellH* wieder lieseitigt werden. Da man den 
C'oeffleienten der Kvection kennt, so findet man leicht, «lass zu diesem Zwecke iler bisherige Werth r, um 
iK'iläufig * e gr(is.ser gemacht werden inllssle. 

Ks ist im § :1T gezeigt wurden, dass eine Zunahme der IntegrationsliestUndigen r« eine gleich grosse 
.Minahuie in dem Werthe der ExcentricitUt zur Folge hat. Die Beseitigung des mit sin r multiidicirten 
Gliedes im l'erigiium l«‘wirkt. nuf Grund dieser Beziehung zwischen den Beständigen r, und c, ila.ss die 

Excentricitiit der Mondhuhn einen kleinei-en Werth erhält. War derselbe vorher iK'iläufig ~ . so ist jetzt 

2 1 1 
e + -j c = -jg zu setzen, was lieilüufig c = gibt. 

Durch die Einriihrung <Ies vcränderlirlien t wird eigentlich nicht ilie Kvection la'seitigt, sondern 
nur derjenige Bestaiidtheil der Kvection. welcher wegen des Factors sin <c zur Zeit der Conjunction und der 
0|i|Misition vei-schwindet. Der andere Bestandtheil , dessen Form mit der tileichung des Mittelpunkts 
ill]erein.stininit , liewirkt durch sein lliiizutreten zu der letztemi, dass ilic Kxrentricität jenen kleineren 
Werth erhalt. Zu eben diesem Werthe der K.xcentriritüt sind durch ihre Beuhachtiingen schon die alten 
Griechen gelangt. Die Mondheohachtungen auf die Zeit der Finsteniissc he.schränkeud hak'ii dii-selhen 
von dem mit sin ir inulti]dicirten Ik'slaiidtheile keine Kenntniss erhalten . und waren desshalh aus.ser 
Stande, den Einfluss der Kvection von dem der >littelpuuktsgleichung zu tivnnen. Die Kvection als 
eine von der Mittelpunkt.sgleichuiig unahhangige Storung der Mondlialin ist Itekanntlich erst später, von 
VtnlemiuHS entdis kt worden. 

Die von der Sonne um die Fade beschrieliene Bahn darf als eine ungestörte FJlipse angesehen 
werden, deren Bi'ciinpunkt mit dem gemeinsamen Schwer]>unkte der Erde und de.s Mondes zusamiiH’nfällt. 
Wegen iliescr Enge iles Bii'unjiunktes iK-zeiehuet der Leitstrahl der von der Sonne he.sehrielienen Kllip.se 
nahezu die Kiehtuug der Resultante der beiden Anziehungen, welche von der Erde und von dem Monde 
ausgehend auf die Sonnenmasse einwirken. Dieses Zusummenti-eifen liegt der im S !l, l'ld. III ausge- 
sprochenen .Ansicht zu Grunde, dass die elliptische Bewegung im Allgemeinen einen engeren Anschluss 
an die wirkliche Bewegung ermögliche, oder dass die gestörten Elemente kleineren Variationen unter- 
worfen seien, wenn der Brennpunkt der Ellipse von dem Orte des Centralkörpers weg gegen den stören- 
den Köi-jK'r hingeriiekt sei. Dass ak'r die.se .Vuffas.sung einer Berichtigung luilarf, lässt sich auf Grund 
vorstellenden Untersuchungen über die Venvenduug von e leicht nachweiseu. 

Die obigen Werthe rj, vermittelst deren man die beiden am meisten hervorragenden Glieder des 
Farameters mler des Perigäums beseitigen kann, uiiterschciden sich nur in den be.ständigcn Cuefficienteii. 
Man kann diese Cocnicienicn so wählen, dass die erwähnten Glieder in den beiden Elementen gleiclizcitig 
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eine R«>dudion prfiihren. Um zu «lern olwn (Jesafften ilrn N'afhwins zu liofeni, darf ich mich auf das 
eine (ilied des obigen Werthes i/ iK'schräuken. Ich «dze näuilich j 

welche Annahme rorliiu die Variation des Mundes l«seitigt worden ist. l)u“ser M'erth ij hat auch in 
dem entsprechenden (iliede des Parameters eine lleduktion zur Folge, insofern als dessen C’oeffirient 
dadurch einen kleineren M’erth erhält. Auf jene geometrische Betrachtung eingehend, der zufolge die 
Kntfernung des Brennpunktes der Mondbahn vom Mittelpunkte der Enle durch die (irössc f liestinimt 
ist, kann man aus d<“r Beschaffenheit des vorliegenden Weitlies ersehen, dass der Biennpunkt der 
Ellipse zur Zeit der Quadratunm mit dem Mittelpunkte der Enle zusammenfällt; zur Zeit der Coii- 
juuetiou und der Opi»osition aller Ix'ilänfig seinen grös-sten .Vbstaud hat. Kerner folgt aus der Anweseti- 
heit des negativen Zeictiens in dem (kx'fficienten von dass der Breiinpuiikt, wenn .sein .Alistand nicht 
gerade verschwindet, jederzeit auf der von der Sonne abgewendeten .Seite der Erde liegt. Dies steht in 
der That mit der olam crwiilinten .Ansicht über den Ort des Brennpunktes ini Widerspruche, 



§ 4‘J. Der gestörte Kiirper bezogen auf einen in der Ebene der drei Körper frei 

beweglichen Punkt. 



Die beiden sich störenden Körper s»'ien wieiler auf den Ort des Cetitralkör|iers Ix'zogen. Fasst 
man die Stellung der drei Köria'r zu eiiiaiider in einem la'licbigen Augenldieke auf, so lässt sich iu deren 
Elanie jedesmal eine Curve verzeichnen, auf welcher der Nullpunkt des Uoonlinateusystcms liegen muss, 
damit die Differentialgleichungen der Bewegung die kanoiiLsrhc Form lialaui. Die Cooniinaten ilieses Null- 
punktes, liezogen auf den Ort des Ceutnilkör|iers , sind im jS 2 aufgestelll worden, und zeigen sich als 
Funktion von i. Wenn der Nullimnkt der Cooniinaten aus ilieser Curve heraus nach einem andern der 
Eticne der drei Köriier angehörigen Punkte verlegt wird, so geht die kanonische Form iles Systems 
verloren. Wenn aher die Bewegung in der Timt auf einen derartigen Punkt liezogen .sein soll, so gelangt 
man auf diesem Wege zu einer vortheillmften Darstellung der neuen Bewegungsgleichungen, welche, 
wenn auch weuiger einfach als die kanonischen, für die Lösung des Proldems doch zu merkwUrdigeu 
Ergebnissen fuhren. 

Geht man von dem kanoni.schen Systeme aus: 



fir 


... 


di 


‘■=3{; 


dr 


itf' 


dij 


dii. 


dr 


df 


df 





so hat man, um einen lieliebigen der Eliene der drei Körper angehörigen Punkt zum Nullpunkt der neuen 
Cooniinaten zu machen, die lineare Transformation auszuführen: 
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{ = jr CV8 f , + 4-, hin « 



I, = cos » + 4- sin *, 



ItiO 



3 <). 



j} = y rus t, + tf, dn r 



= y, COS s 4* </ sin 



1 r cos#, + r, sin t 



t, Ä 4, cos « + z »in t, 



worin t und t, willkUrliclio Bostäiidij;!' siml. Worni die eine der beiden willkürlichen Beständij?cn wei^fällt, 
ilii man f *> = •> so lint man wicilor jene allReineinc lineare Transfoniiation des S 2, an welche 
die kanonische Form desSystenus geknüpft ist. Setzt man aber abkiirzeml f — e, = u, so fiudel man da.s 
transformirte System in der folgenden Form: 



37. 



, <ir . ,ir; 

r coü*oä SIII0 , 

rt.r n,c, 



^ , dr . ,w 

cos* « = -, sin tf , - 

d;f dp, 



„ , dV , dü 

X," cos* ff = , — sin ff 

<fx, ttx 

„ , dV dü 

y, cos* ff SS ", sin ff 

dy, dy 



^ , dü , dü 

z co8*fl = - . — bin 0 , 

</; itf, 



.. , <ir , iir 

*, cub* 0 — Bin 0 -r- . 

dl, dz 



£s ist nun nicht meine AhsieJit, an die Stelle der reelitwinkeligen Cuonlinaten wiciler Polar* 
eoonlinaten zti setzen. Ich möchte nur die Frage beantworten, welche Anoitliiung in Betreff der drei Polar- 
coordinateii » < « getroffen werden miis.ste, damit die drei Fliichenintegralc des transfonnirteu Sy.stcms jene 
einfaclie Form lialien, welclic .sicli zuerst in dem kaiionisclicn System gefunden iiat. ln dem ersten 
Ali-sclmitte , wo die Diffcrentialgleirliuugeu der rechtwinkcligeii Coordinaten die kanonische Form halicn, 
musste man, um den drei Härhenintegralen jene einfache Form zu verschaffen, von der Voraussetzung 
ausgeheu. dass die Eltene der I’olarcoonlinaten mit der Eliene der Balm zusanmieufalle. Wollte man in 
dem Jetzt vorliegenden Sy.stenic Differentialgleichungen an der gleichen Voraussetzung fe.sthaltcn. .so würden 
sich die Flächenintegrale in einer Form darstellen, welche zu einer weiteren Verfolgung der Aufgalie ganz 
uulirauchliar ist. Ich halie diese Form der Hächenintegralc an einem andern Orte veröffentliclit. 
(.Astronomische Narlirirhteii Xr. 1758.) 

Die hier liealisirlitigte Untersuchung, die I’olarcooniinatcii 8- in betreffend, muss in sofern noch 
erweitert wenlen, als der.sellH'u die Annalime zu Onmdc liegen .soll, dass der Xnllpunkt des Coonliliatcn- 
.systems niclit einen bestimmten in der Klienc der drei Köriier verzeichneten Weg verfolge, sondern dass 
cleiusellien eine freie Bewegung in dieser Elienc gestattet sei. Dies kann nur dadurclt erreicht werden, 
dass man die lieideu Urössen t und (, nicht niclir als willkürliche Beständige auffasst, soiideni sich 
unliestimmtc Fimktioneu der Zeit an deren Stelle gesetzt denkt. 

Für das kanonisclie System Differentialgleichungen, welches olien zum Ausgangspunkte genommen 
ist, bestehen liefcanntUch die (ileiclmngen: 

nC — tl' — «I »in '• »in U, I), t,' — t. ij," “ »,• »in i„ »in 9„ 

. (C — t{' = »3 »in ü 00 » 8, £, {,' — t, = n., sin i„ cos 8„ 

4 V — >j£' = n»™si, 4, 1),' — ^,£,’=in„cosi., . 

Führt man liier die neuen unter 36. nufgezcichncten Coordinaten ein, so gehen die beiden Gleichnngeu 
der letzten Zeile über in die folgenden: 
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(j y' — y J-') coi» r, + (j-, y; — y, */j tin> • + (t, y — y, r + ,r y/ — y j-,') cos t, sin f 

+ (-*• y, — y J.j (cos f ci»s s, s' + sin s sin s, s/) = «, cos i, 

Ca y/ — y. A*) cos> c *f (x y' — y x') sin* c, + (x y,' — y x,' + x, y' — y, x' ) cos » sin s, 

+ (a y — yr ■»■) (cos » cos s, + sin * sin t, f') — «„ cos ?„ . 

Addirl man ilipsellien. so hat inan die neue (•loicluin$;; • 

ly' — yx’ s- x-,y,’ — y.x,' + (x,y‘ — y,x' + xy,’ — yx,')sin<r + Cxy. — y x,) cos o ( »' — s,') = w, cos i, + n„cosi„. 

Itcr auf der rechten Seite stehende Ausditick Ribt, einer » illhiirlirheii Be-ständiRen RleichResetzt, 
ein FlächenintcRral des ui-sprünglichen Systems. Da sich dies Kliichenintegrnl als Funktion der neuen 
Elemente in dersellien Form darstellcn soll, .so hat man ausserdem die (lleichung; 

xy' — yx' + X, y,' — y,x,'+ (x,y— y,x' + xy,' — yx,')sin o + (xy, — y x,)coso(s' — s,') = ii cosi + n,cosi, . 

Es winl sich soRleich zeigen, dass man diesellic, um die 1‘olarcuonlinaten festzustellen, in die Iwiden 
folgenden zerlegen darf: 

X y' — y x' + (x y,' — ff x,') sin o + (.r y, — y x,) cos at mi cos i 

X, y,' — y, X,' + Cx. y' — y, x') sin « + (x, y — y, x) cos » i,' = n, cos i, . 

Von diesen beiden kann die eine ans der andeni hergeleitet werden, iiiilciii man die unten gestrichenen 
Hnehstaben und die gleidmamigen nicht gestricheueu gegen einander vertauscht. Dunh deren .\ddition 
aber erhält man wieder die ursprüngliche (lleichung. 

Indem man auch für die zwei andern Coordinatenverbindungen xf und g z die entspreclienden 
(ileichungen ansrlircibt, erhält mau allerdings sechs (•leichmigeii. Alier man findet auch, dass damit im 
Ganzen doch niu- vier wesentlich verschiedene Gleichungen gegeben sind, da jedesmal die dritte in zwei 
andcien enthalten ist. Mit Rück-sicht auf die beiden identriclien Gleichungen: 

X siu ■ sin a — y sin i cos a + x cos i — 0 

X, siu i, sin & — lin i, ros 'r col i, « i) 

kann man diesen Zn.sanunenhang zwischen je drei Gleichungen leicht nachweisen. Vier Gleichungen sind 
erforderlich, um die lieiderseitigcn l’olareoordinaten festzustellen. Die vorliegenden vier sind in der That 
darin ausgezeichnet, dass sie den Hächeiiintegralen die kanonische Form wiedergelicn. 

Es darf nicht nus.ser Acht gcla.s.sen werden, da-ss sich in diesen vier Gleiehungen neben den beiden 
vfillkürliclicn Veränderlichen i und {, noch eine dritte willkürliche Veränderliche einfiihrcn lässt, wie- 
wohl eine solche in der linearen Transfonnation nicht angebracht werden kann. Die beiden Gleichungen, 
durch welclie die I’olarcoordinaten der gestörten Ma.sse in den neuen Ileweguugsgleichungen feslgestellt 
sind, können nämlich auch in dem folgenden Systeme ausgodrückt werden; 

y s' — X y + (y X,' — X y,') sin « + (y I, — X y,) (cos o s' + f ) = n sin i sin a 

38 . xx' — xx' + (xx,' — XX,') sin fl + (xx, — xx,)(cosfl e' + t) = M sin icosa 

xy' — yx' + (xy,' - yx,') sin fl + (xy, - yx,) (cot « s' + J) = a cos i . 



L. 
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Bei der UelH>r(üliruug dieser (ileicliungeii in die entsprechenden der andern Bahn muss die neu eingefühlte 
Veränderlidm { ungciiuilcrt bleiben, damit die»ell>eu auf densellicn Urspning hinweisen wie vorher. Pie 
AenderOng, welche die EUme der Polnrroordinatcn in ihrer laige erleiden kann, ist in der Thal von drei 
verschiedenen rjirü.s.scn abhängig. Zwei davon fallen mit den Veränderlichen * und r, zusatiimen, durch 
welche der Ort des Brennpunktes in der Eljene der drei KiirjKT festgelcgt ist. Xelnnibei Lst noch eine 
llrehuiig der Eliene um den I,ritstralil niögliclr, und diese ist es, worauf jene dritte Veränderliche f 
Bezug hat. 

Für den Fall, da.ss die Ebene der Polarcoordinaten mit der EIhuic der Bahn zusaminenrällt, hat 
man l>ekanntlich die einfachen Oleichungen: 

(v)-(t).j (f)-(v).:- 

Unter den vorliegenden Vorau.«setzungen, wonach die El)cne der Polarcoordinaten frei lieweglich sein soll, 
gestalten sich die Perivirteii der drei Quotienten weniger einfach. Piesellien enthalten .selbstverstäniUicIi 
weitere Glieder, welche von den willkürlichen Veränderlichen t i, und { aldiängig simi. Um diese 
Perivirten herzulciten, schreibe ich die letzte der Gleichungen 38. in der Form: 




Ordnet man hier alle Glieder nach den Factoren ' und ~ so hat man auch: 



-?(( c)' + :■ '■”»+ " . 



Danius folgt, dass man zur Bestimmung der Perivirten ^ j die Gleichung: 

r) + (-r,)r + r. U »‘»« + T'"*** + r 0 = b O.^'+'r " 



anschreil)en ilarf, netieu zwei weiteren ähnlich gebildeten, aus welchen sich die Perivirten der Quotienten 
und -y hestimnien. Pie Grösse k ist eine noch unbestimmte Veränderliche, welche übrigens, wie 
leicht zu sehen ist, nach den Coordinaten ryj eine symmetrische Gestalt hat. 

Piese (iteichungen lieziehen sich auf den Ort des Mondes. In gleicher Weise findet man, die 
Sonnenl)ahn betrelTend, die Gleichung: 



(tt) + C-c ) TT - (t: + TT + v; 0 r, + v, • 



Poch lässt sich diescllic erhelilich eiufaclier schreiben als die obigen. Penn die willkürlichen Veränder- 
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liclien müssen so gewühlt sein, dass sich in jenen anderen der Mondbahn ents|ir«xhcn(ien Gleichungen die 
Troducte yt, sin o und y J als kleine (irüssen der ersten Ordnung daratellen. ln Folge dessen 

darf hier = 0 , -^|^sin<j = () und ^5 = 0 gesetzt werden. Es folgt dann auch «, = 0, und man 
hehiilt. ebenso wie für das kanonische System, die einfache Gleichung: 

Uiesellw führt ihrerseits zu einer VeiTcinfachuug derjenigen Rechnung, durch welche, sich die in 
jenen andern Gküchungen vorkommende Grüs.se « Ixsitinunt. Man darf jetzt srhreihen: 

( J* \ w, . . T, { r*. . r, ' . / X >. n , T 

■“) + ( ) — wn«r + — -I — sjn0-h — — kl~( — )•*^*^ **• 

. r ^ r. •'«, r, r r, V ** f r V 

Schreibt man aucli die entsprechenden Gleichungen für die Iwideti andern Quotienten und -- , 

um diese drei Gleichungen zu addiren. nachdem dicscll)en der Reihe nach mit * multiplicirt wonlen 

sind, so ergibt sich, mit Rücksicht auf die ladden ideiitlsrlien Gleiclmngcn : 

ilor pesuchte Werth a. Man findet: 



» «. • , ( ’ . »■. » . r, A 

- sin 0 -f « I ~ - Sill 0 + * — cos 0 f 4* — c I a . 



rfj» n, 
dn, 



Die Derivirten der Quotienten -y y -j- sind hiernach durch die folgenden Gleichungen aus- 
geiiruckt : 

welche für den Fall ö = 0 , g = 0 mit den Gleichungen 10. des ^ 43 Ubereinstimmen. 



22 
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§ 50. Die freie Bewegung iler I’olarcoonlinatenebene in ihrem Einflüsse auf 
Knoten und Neigung. 



Durch die Kinfiihruiig des veränderlirlieii e in die Differentialgleidmngen der Bewegung geht die 
kanonische Form verloren. Die im vorigen Paragraphen ausserdeui noch angehraditeii Transformationen 
sind nicht geeignet, die kanonische Form wiederhei-zustellcn. Dies liiiidert aber nicht, den willkUrlidien 
Veränderlichen der Transfonuatiou in der Ui.sniig des Prohlem.s eine Verwendung zu gelten. Ule kano- 
nisclie Fttmi des Systems hat ihren Zweck erfUlh. sobald man dazu gelangt ist, die derselben entspre- 
chenden Elemente der Störung durch Quadraturen nuszudrücken. Unter dem Iiitegialzeichen kann nmii 
narliträglidi ungehindert irgend eine Transfoimation der vorkommenden Veriinderlichen anliringen, voraus- 
gesetzt, dass dieselbe zugleidi geeignet ist. jene midere Transformation zu fördeni, welche, um der Methode 
der suceessiven Sukstitulion gcivcht zu wenlen, ohiiediiw ausgeführt werden muss. 

Die Befürchtung, dass durch die Einführung der willkürlichen Veränderlichen r, und { etwa weitere 
Vcrwickhmgen in den Stoningsglicilem eiit'-lcheu köimten. ist imbegiündet. Was ins Besondere die Ver- 
änderliche J lietrifft., so kommt dieselbe, wie schon olam bemerkt worden ist, ülH’rhanpt nicht in der 
lim'aren Transformation iler lechtwinkeligen Coonlinaten vor. Der willkUrliehen Veränderlichen r, alter 
ist elienso wie dem veränderliclmi t eine gewisse (jrenze gesteckt, welche nicht ttlterschritteu werden 

darf, da nämlich, wie man im vorigen Paragraphen gesehen hat. das Product t, jederzeit eine kleine 

(irösse der ersten Ordnung nnsdriieken soll. Die Veründcrlichc r„ indem sieh dieselbe inneriiallt der vor- 
gcscliriclH'nen (irenzcii hält, äussert keinen merklichen Einfluss auf die Coonlinaten. Es hesteheu desshallt 
zum Behufe der Trausforiiialion der reelitwinkeligcn Coonlinaten nach wie vor jene einfachen Oleicliungen 
19. des §4ti, und auch die .Stüruiigsgicichungeii Itleilteu dieselben wie im §40. Ebenso Itleilten jene Glei- 
chungen 26. und 27., durch welche die ursprünglichen Elemente ;i, uml w, als Funktion der neuen Ek-mente 
und von t dargestellt werden, ungcänilert. Die Gleichimgcn 30. und 31. dagegen, aus welchen iui 
j § it~ die Elemente ft, und t, als Funktion der neuen Elemente In'Stimmt worden sind, erleiden hier eine 
wesentliche Umwandlung. In den neuen (ileicinmgen , welche deren Stelle einnehmeii, haben netten der 
X’cräuderliclieu i auch die hehlen andern willkürlichen Veränderlichen f, und J einen Einfluss auf die 
gestörten Eleimmte. 

Die Ilerleitiing der drei Gleichungen , aas welchen sich die Elemente ft, I, ti, als Funktion iler 
neuen Elemente und der willkürlichen Veränderlichen bestimmen, wenn der Elnme der Polarcoonlinaten 
die freie Bewegung im Baume gestattet ist, hängt von den Entwieklungen des § 49 ab. Man hat dort 
die folgende Gleichung aufgestellt: 

(xy — y x) cos* r, -f (s, y' — y, j,'t siu* f (j, y — y, x' -f- x y,* — y x/) cos t, sin i 

+ (.r y, — y x,) (cos t cos s, •' -1- sin » sin », f .') = it, cos i, . 

Es bestehen ausserdem noch zwei andere ähnliche den Oordinatenverbindungen jrs und y x entsprechende 
GIciehuugen. Mit Hilfe der Gleichungen 33, des vorigen Paragraphen und der denselben entsprechenden 
Gleichungen der anderen Balm kann man die neuen Elemente in die rorerwälmten Gleichungen einführeu. In 
der vorliegenden Imt man sich zu diesem Behufe ins Besondere der beiden folgenden Gleichungen zu bedienen: 
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X y — !f X + (x y/— y x/ ) sin o + (x y» — y x,) (cos tf s* + f) c= n cos i 
X, y/ — y, x/ + (x, y — y, x*) «in ff + (r, y — y, x) (cos ff # / + ^) « », cos i, , 

Man 1 ‘rhält dann die neue Gleichung: 

n cos i cos* «, *f rt. cos i, sin* s + (x, y* — y, x‘) cos ff cos c sin s — (x y/ — y x/) cos « cos t, sin s < 

4- (xy, — yxjl^sin ff cos ». sins,*' -f sin ff cos e sins */ — ^cos* s, + (sin*s) = i*i cos i,. 

Srtzt man wieder cos f = cos *, = coso = 1 , ferner sin f = e, sin t, = <,, so hat mau, mit Rücksicht 
auf die l'Tiicheninteprale, im Ganzen die drei Gleichungen: 

II siü i sia O ■+ (y, t — r, y' l » — (y r,' — r y,',i f . — ty r, — ; y,1 £ = h, sin i, sin », 

40. «sinicosO + (3-, I— X, x’ I* — (j:.-,' — IX,')», — (a:i, — rx,)£ = n, sin i, <w », 

« cos < + c »’ + (x, y" — y,x'> » — (j' y,'— y x,’) », — (x y, — y x,) £ = ii, cos i, . 

aus welchen die Elenumtc », i, ii, als Kuiiktion der ucucu Elemente zu bestimmen sind. Diese Glei- 
chungen treten an die Stelle jener Gleichungen 20., welche im «j 47 Tür den Fall t -j- i, = 0, ^ = 0 zu 
dem angegebenen Zwecke aufgcstellt worden sind. 

Man hat nun auch in den mit t f, £ multiplicirlen Gliedern der Gleichungen 40. die Polarcoor- 
dinaten an die Stelle der reclitwinkcligon zu setzen. Man schreibe desshalt) lUe beiden Gleichungen: 

?iiL~ = ÜL f _£_■)’ _ h. 4 JLV j. J'cf ~ fLÜ. 

, r r. r, r f r, l- r tr, r 

yr,'-iy ,' _ y . I, ^ t cy.-,* . yi,-i y, r,' 

r r, r c r, r 1. r, r r, r, ' 



von denen die letztere sofort umgeschrieben weiden darf in: 

yr.‘-ry,' _/' y^. — r.y.) ■ y». — r .v. r.' 

rr, V rr, ' J» r,> ’’ rr, ' r. 

Die erstcre geht, mit Rücksicht auf die Gleichungen 39. des vorigen Paragrnphen über in: 

y, •' — r, y' , y, r,' — i, y,' . ly, i — x, y\ ii . i — i, y / r , c lU «, . #r,'c . , r, , , r, 

Z. + czi siuc= — -Zcl _ J. 'S LZI g r J. 4 sm «H- --icoso» -)- ■ -s£ I. 

rr, rr. v rr, Z« r' rr, \r '■ilu.r.r r Z ^ r ' r 'J 

Gebraucht mau nun die .VhkUrzung: 

r + I "y ' j sin ff 4* r« « cos ff c 4- r, s { a= y , 

SO nehmen die Gleichungen 40. mit Rücksicht auf die Jlächcnintegrale vorläufig die folgende Gestalt an: 

t ^ ^ ~ 4- r r/ c, 4- r r,t)» w, sin i, aina, 

» sin I cos & — i — *' “ ^ (»■< e » + r r,' «, 4- r, =r w, sin i, cob 

OC«,. - » », - + rr, £) = ».co... 
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l'm ins Ilesoiuiero die Elemente », und i, als Kunktion der neuen Elemente darzustellen , leitet 
man zweckmässi" zwei andere Gleiehunften aus den vorliegenden ab, indem man in dem jedesmaligen 
ersten Glie<le ilas Element n eliminirl. Es finden dai>ci die identisrlicn Gleichungen; 



— — — sin tt — cos e = sin (t — i.) sin n sin h, , 

r r, r r, ^ ^ * 

rn, . . (xz,~~ST, ^ , n z, — z t/f ■ 

* — - — sm I — I — cos V + — Bin tt 1 cos i sm (i — i.) cos u sin «, 

er. 1, er, rr, J c v 



eine Verwendung. Auf diesem Wege wird zuglcieh die Eliminatian der noch übrigen rcchtwinkeligen 
Coordinaten vollzogen, und man hat, nachdem man norh die Abkürzungen * = i;, f, = und 
r,e f r r (•/(, + »• r,E = n,ij,. eingefiihrt hat, die beiden Gleichungen; 

sin I (cos o sin N, II + sin o cns II, M, S}, 4- sin II sin w, n, i;„'l = o, sin i« sin (0, — O) 

sin i(sin icsiii n, n o — cos neos h, ii, ?j, — cos o sin w, n, ij„ — n, o o<) = n, (sin icosö — cos i sin i, cos(0| — , 



WO r, ij, und i;„ die willkürlichen Veränderlichen sind. 

Die (braus berechneten Werthe fr, und i, sind Funktion der neuen Eicmente n i fr a. Von diesen 
soll da,< Element u , welches in den mit tj niultiplicirten Gliedern vorkommt , noch eliminirt werden. 
Zu diesem Zwecke kann mau sich irgend einer der drei vorhin umgewandelten Gleichungen 40. Iicdienen. 
Diejenige Gleichung aber, welche sich zu dieser Elimination voiv.ugswei.se geeignet zeigt, entsteht aus 
einer Verbindung von zweien der genannten Gleichungen in der ursprünglichen unter 40. nufgezeiclineten 
Form. Da in der Theorie des Mondes r, = 0 ist , so nehmen die beiden ei-sten der ursprünglichen 
Gleichungen 40. die folgende Gestalt an; 



n sin 1 sin O + v. fr' • + s s) + z *. =• "i sin i, sin fr, 

N sin I cosfr -f .r,(r’ s + r f ) + s .r,' t, = «, sin i, cosfr, . 

Saehdem man die Werthe y, = r, sin f «, -j- fr) und j-, = r,cos(«, -p fr) eingesetzt hat, multipiieirt man 
die erstcre mit cos(K,+ fr), die andere mit siu(«,-|-fr). um diescllH-n alsdann von einander abzuzielieu. 
Es entsteht die neue Gleichung ; 

n sin I sin ii, — i s, = n, sin i, sin (ii, 4- fr — fr,) . 

Mit Rücksicht auf die schon oben zur Verwomluiig gekommene Abkürzung^*, = führt man die- 
selljc .scldiesslich über in; 

41 . if sin I sin w, = n, sin i, sin (h. 4- fr — fr,) 4- a, sin i sin h t], ■ 

Dies ist aber diejenige Gleichung, mit deren Hilfe die Elimination von n bewerkstelligt werden soll. 

Durch die Elimination von >i gehen die beiden obigen Gleichungen, welche zur Ilcstimmung von 
fr, und i, dienen sollen, ülier in ; 
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8in i| C 08 1 ( sin (u, -h ^ — Oj) i? + »in r »in H foi»» tt, rj, + sin m, ij„ + fos « jj ij.) — »in i, sin (d, — 

sin i, »in w »in (n, + i» — i^,1 ij — sin i fos it (cos n, ij, + »in h, i;„ + cos m t) ri,) = »in » cos ig — co» i sin ii C(W (Oj — O) . 

Die willkürlichen Veräinlerliehcn tj, «ml >j„ kommen Ik’uIg nur in tlem Au-sclruckc cos h, ij, -j- sin« i;,. 
4-eosMij I/, vor. l)a dieselben auch in den sonst noch zur Lösung dos Problems erfoi-derlichen Olei- 
chungen nicht weiter Vorkommen, so versieht cs sich, das.» mau eine einzige Yeriinderliclie an deren Stelle 
.setze. Indem man jenen Ausdruck mit f bezeichnet, schreibt man die beiden einfacheren Gleichungen: 

42. sin i, cos » sin i n, + 0 — 0,1 ij + »in i sin n £ =3 sin », sin (O, — 9 ) 

4,1. sin ig sin u sin (n, -f 0 — 0,) — sin i isis « £ » sin 1 cos /, — cos 1 sin ig cos (0, — 01 , 

in welchen anstatt der urspriinglirhcn f 1 , t nur noch die zwei willkllrlichen Veränderlichen i) und I Vor- 
kommen. Mit deren Hilfe lassen sich die Klemente ft. und t, als Funktion der neuen Elemente ft » m 
und der willkürlichen Veränderlichen »/ und J dnrstellen. 

Ihn die ureprünglichen gestörten Elemente als Funktion der neuen Elemente darzustellen, sind 
neben den obigen drei Gleichungen 4ft. noch die drei Gleichungen 21. des § 4G, im Ganzen also sechs 
Gleichungen gegelmn. Die erstgenannten lassen sich zur Bestimmung der Elemente ft, i, w, verwenden. 
.'\us den Gleichungen 21. halte ich im Ü 47 die Iteiden Gleichungen 2li. iinil 27. hergeleilet, durchweiche 
die Elemente ji, und ra, bestimmt sind. Eine dritte daraus hcrgeleitete Gleichung ist nicht zur Ver- 
wendung gekommen. Ita übrigens au-sser den genannten fünf kein weiteres gestörtes Fllement in den 
sechs Gleichungen vorkommt, so versteht es sich, dass eine dritte aus 21. hcrgeleitete Gleichung nur 
Solches leisten würde, wa.s auch die fünf übrigen schon zur Verwendung gekommenen Gleichungen gelum 
können. Eliminirt mau ans den Gleichungen 21. die Imiden Grössen sin «, und cos «, , so erhält man: 

44. cot i| sin ( sin M SB gi» (4^ — > ’{>«)cnsi< + ' cos( 0 — ^Jsio h -f • 

In der That führt die Elimination von J aus jenen Gleichungen 42. und 43., welche sellist aus 40. 
hergenommen sind, gleichfalls zu der vorliegenden Gleichung. 

Sogleich zu Anfang des Paragraphen ist tiemerkt worden, dass die Gleichungen 26. und 27., durch 
welche die Elemente p, uml <o. als Funktion der neuen Elemente und von e dargestellt werden , zufolge 
der Annahme, dass die Filame der Pularcoordinaten frei beweglich sei, keine Aemleniiig erleiden. Item- 
ungeiu'htet steht auch d,as Perigäum der Mondbahn unter dem Einflüsse der willkürlichen Veränderlichen 
Die Gleichung 27. behält die F’onn : 

»ia — w — siii* - »in 2 (ft, — ftj^ ~ * 

Da aber die Grösse ft, — ft, welche in der Gleichung 27. eine Stelle cinnimmt, von der Veriinderlichen 
J abhängig ist wie man aus der Gleichung 42., aus welcher jene Griksse be-stimmt werden mn.ss, ersieht 
so überträgt sich der Einfluss die.ser Veränderlichen auch auf das Perigäum. 
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§ 51. Reduction des Knotens und der Neigung in der Theorie des Jlondes. 

Um die Uebersicht ülwr diejenigen Glieder der Klcmente O, nnil i,, welche sich vermittelst der 
willkiirliehen Veränderlichen wegbringen lassen, zu erleichtern, streiche man in den Gleichungen 42. und 
43. des vorigen Paragra|ihcn alle diejenigen Glieder, welche die erste Ordnung übersteigen, weg. Man 
behält die einfacheren Gleichungen: 



coa K 8ia e, f] 4* sin u £ ~ O, — O ' 

. ain i — »in i. 

»in M »m «, I) — öl* u t — ; — ^ — - . 

sin 1 

Man k.ann diesellien , indem man £ — ij cos ii, an die Stelle von i setzt , auch in der folgenden l'orm 
anschrciben ; 



O, — O = — ij sin (ti — II,) + ^ sin H 



sin I , — »in i 
sin i 



i: ctis {« — 11, ) + £ cos II . 



.\.us diesen Gleichungen ersieht man, dass sich alle diejenigen Glieder des Knotens tieseitigen 
lassen, welche einen der beiden Kactoren sin (ii — ii,) und sin« haben; und dein entsprechend auch 
diejenigen Glieder der Neigung, welche mit cos (u — ii,) oder mit cos « inultiplicirt sind. Dieser Absicht 
kommt es zu Statten. das.s die Elemente 9, und i, in einer gewissen Beziehung zu einander stehen, der 
zufolge die Coefficienten der so eben erwähnU'n Glieder, einzelne Ausnahmen abgerechnet, in dem einen 
und in dem andern Elemente identisch .sind, in solclier Weise, d.ass durch die passende Wahl der Ver- 
änderlichen i; und J eben diese Glieder in den beiden Elementen gleichzeitig fortgeschafft werden können. 

Die ersten Näherungen der Elemente ff, und », sind im § 36 in der folgenden Form aufgestellt 
worden: 



ff, — ff, =r ^ 4 (r, -b c, »in f,) 

+ (t + ») sin 2 «, -b g® t f* ^ »in (3 K - 2 c) - (— )’ + 0 »i« * ~ *•“ 2 “j 

- 1 = -| (4 + e) CO. 2 », + - ? i e« CO» (2 » - 2 r) - ^ 1 + j ) 2 w - co. 2 h j . 

WO man aitsser anderen auch die mit **e multiplicirten Bestandtheile fortgelassen hat Die grössten 
Störungen, welche die Elemente ff, und i, erleiden, sind hiernach Funktion von r, allein, und also von 
dem Orte der .Sonne allein abliängig. Diese Glieder können vermittelst der willkürlichen Veränderlichen 
rj und J nicht weggebracht werden. Mau weiss übrigens, dass auch in jener anderen Transformation, 
welche sich nach der Methode der successiven Substitution vollzieht, diejenigen Bestandtheile der Elemente, 
welche h'unktion von r, allein sind, unlierührt bleilmn. In diesen Bestandtheilen ist Imkanntlich die 
Methode der variirten Nälierung besser angebracht. Der Umstand, dass die erwälmten Glieder der 
Elemente ff, und i, vermittelst ij und 5 nicht beseitigt weiden können, hindert also nicht, dass jene 
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amterc Transfonuatinn , welcl«! durch die Methode der sucecssiveo Substitution vorgesohriebeii ist, in den 
willkürlichen Veränderlichen tj und t einen Ersatz finden kann. Funktion von t sind nur die beiden 
letzten Glieder in jedem der vorliegenden NäherunKswerthe ff, und i, . Dieselben zeigen aber in der 
Thal lUeJenigo Form, welche nach item Obigen ein Stonmgsglieil haU'n muss, damit es venniltelst der 
willkürlichen Veränderlichen ij und J weggebracht wenlen könne. 

Im S dS ist gezeigt worden, welche Uniw.mdlung das Perigäum durch die Einführung der willkür- 
lichen Veränderlichen r/ in die Stürungsgleichungeu erfährt. Es ist leicht zu sehen, dass die Umwand- 
lung des Perigäums von ungleich grosserem Einflüsse auf die Gicstaltuiig der Analysis ist, als die des 
Knotens und der Neigung. Es lässt sieh desshalb rechtfertigen, da.ss die VeiänderlicJie ij, wenn diesellie 
überhaupt in die Storungsgleichungen eingefUhrt winl, jeilenfalls in der Rcduclion des Perigäums ihre 
Verwendung finden soll. Die Frage, ob der Analysis damit in Wirklichkeit ein Dienst geleistet sei, kann 
alwr erst dann entschieden wenlen, nachdem man den Einfluss kennen gelernt hat, welchen der zur 
Keduction des Perigäums verweudete Werth ij auf den Knoten und die Neigung hat. 

Im S 48 ist ins Desomlere gezeigt wonlen, dass der Werth 35: 

1 = - 2 (»(-J' ) (y) "■ + * Y - o) 

geeigmd i.st, die beiden grössten Störungen des Perigäums, die Variation und die Evection des Mondes, 
gleichzeitig zu lieseitigen. In die vorhin durch Tilgung aller Glieder hühen'r Ordnung vereinfachten 
Gleichungen 42. und 43. setze man zunächst die ersten Näherungen von ff, und i, ein. Man erhält die 
ersten Niiheningcn der neuen Ek'iiiente: 

ff — ff« = ^ t (r, + c.sin r,j 

+ ^0+ ») ^' sinäa, ^siafz»— 2r) — ^(1 -f-llsinZ«’ — 5in2u^+ — «,) — {«iuii 

1 (i -f- v) cos2h, - f " tc* cus(2n — 2c) — ^ ^ fl 1-1- t)cus2»c— cos2H')-l-n«)8(M— «,)— £co8«. 

fiin O T, of, ti''!*, J 

llerUrksichtigt man zunäch.st das mit costr inultiidicirte Glied des obigen Werthes ij, durch welches 
die Variation des Mondes Iicscitigt wird, so sieht man leicht, da.ss in dem Knoten und in der Neigung 
heziehungsweisc: die mit sinflre und cosflir uiultiplicirten Glieder von demsidlien beeinflusst simL Es ist 
aber Nichts weniger als eine Redurtion, was die Substitution dieses Ilestaudtheils von ij in den Coeffi- 
cienten der erwähnten Glieder liewirkt. Denn diese Coeffidenten crlmlten durch die Sutefitution einen 
noch grösseren Zahlenwerth. Führt man auch jenen anderen mit cos (ic — r) multiplidrten Restaml- 
thcil von IJ ein, durch welchen die Evection des Mondes aus dem Perigäum beseitigt worden ist, so 
entstehen in den neuen Elementen ff und f verschiedene Glieder, welche den ursprünglichen Elementen 
ff, und i, zwar nicht fremd sind, welche aber dort in solchem Maassc kleinere Coefficienten IuiImti, 
dass sie neben den GliiHlem der obigen Näherungen unberücksichtigt gehlielicn sind. 

Der zur Reductiou des Perigäums dienliche tVerth ij bringt demnach in dem Knoten und in der 
Neigung der Mondbahn Aenderungen hervor, von welchen nicht mehr liehauptet weiden kann, dass sie 
in dem Sinne jemw anderen, nach der Methode der successiven .Substitution vorgeschrielicncn Trans- 
formation liegen. Es mochte daher kaum noch zweifelhaft sein, dass cs vortheilhaftcr ist, ij = 0 zu setzen, 
und die oben erwähnten Reiluctionen des Perigäums der Methode der succe.ssivcn Substitution zu Uher- 
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l.iKScn. Die heideii anderen Elemente, der Knoten und die NeiKunj? Ideilten dann wenigstens unverändert, 
während die.sell>en dundi die Kinführuiig von ij SUjningeii erleiilen , welche beträchtiieh grüs-scr sind als 
die der Aimalnnc ij = ü ent.sprechenilen. 

Von der Annahme ausgeiiend, dass der Ilreimimnkt der beweglichen Ellipse, durch welche die 
Mondbahn dargeslellt werden kann , mit dem .Mittel|mnkte der Enle zusammenralle , was durch die 
(ilcichung f = 0 ausgc-sprochen ist, haU’ ich in dem vierten Altschnitte ilie .Störungen der Moudbalni in 
ihren ersten Näherungen entwickelt. Die Kiclitung der Ilesidtante, welche sich aus den beiden Kräften 
/usummensetzt , mit welchen der Mond gleiclizeitig von der Erde uixl von der Sonne angezogen winl, 
geht iK'kanntlich nicht «iurch den Mittelpunkt der Erde, sondern ist in einer (ieraden entlmlten, welche 
zwischen dem Orte der Erde um! dem der Sonne hindurcligeht. Dies hat die Veranhussung gegelien zu 
untersuchen, in welcher Weise die .Vnnulime, das-s der Brennpunkt der Ellipse von dem Orte der Erde 
weg nach einem anderen der Ela-ne der drei Körper angehurigen l’unkte verlegt sei, auf die Stönmgen 
der Muudiiahn eimvirke. Diese Untersuchung iilier die zwcckniässig.ste Wahl der Veränderlichen e ist 
jetzt zu ihrem .kbschlusse gekommen. Ich habe geglaubt, es w'erde die-stdltc dem Izsa-r nicht gerade 
nutzlos erscheinen, du sie doch geeignet ist, diejenigen Ueileiikeii iiiederzuschlageu , welche gegen die 
Annahme f = 0 erhöhen werden können. 

Zu derjenigen Transformation der I’olarcoordinaten , welche in der Verlegung des Brennpunktes 
der beweglichen Ellipse ihren Onind hat. i.st in diesem ..khschnitte noch eine andere hinzugekonimen , da 
man der Ebene ilcr l'olarcoonlinaten die Freiheit gelassen hat, von der veränderlichen Eltene der Hahn 
um einen kleinen Winkel abzuweichen. .\uf die Neigung 'dieser l)oideu Elienen zu einauder l>ezieht sich 
die willkürliche Veriinderliche 5, und dies ist nun die einzige Veränderliche, wcIcIk- zum Behufe der 
Ueductiou des KnoUms mid der Neigung übrig bleibt. Wenn man gestattet, da.ss zu den von r, allein 
abhängigen (ilieilem ilie.ser landen Elemente, welche ohnedies nicht fortgeschnfft werden sollen, noch 
weitere tilieder der gleichen Be.schaffenheit hinzukummeu, .so ist mau auch jetzt, nachdem = o gesetzt 
worden ist, noch im Stamlc, die ol)cu erwähnten von r abhäugigen Olicder aus den la'ideu Näherungen 
gleichzeitig fortzu.srliaffen. 

Die von r abhängigen Giieder der Elemente & und i la.s.sen sich, für den Fall tj = 0, lieziehungs- 
weise in den folgenden Ausdrücken zusammcnfa.ssen: 

— ^(1 + 1 1 sin Z w — sin 2 — J sin ii 

— ^('1 + t lcos 2 ir — cos 2 — ^cosH . 

Man mache nun von den identischen Gleichungen Gebrauch; 

siu 2 IC + sin 2 II, = 2 sin u cos f ri — 2 ii.t 
cos 2 KT + cos 2 h, — 2 cos u cos (n ~ 2 h,) , 

um die vorliegenden Ausdrücke ülierzufUhren in; 

■“ *8 C r ) ^ ^ ^ " cos (h — 2 H.) — sin 2 ii,) — 2 sin ii cos ii^ — f sin « 

— ^ ( r') cosucos(h — 3«,) — cos 2 h,J — 2cos*h + 1^ — fcos h . 
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Inili'iii iiiiiii sich zur licstiininiin" rnn ^ der fnlgcnilcn (llrirlmii'! Iiodiciit; 

45. £=—-*-( ^(1 + i ) cos (> — 2 ir, I — «IS H j . 

tirhigt man die von r ntdiängigeii (iiiwler weg, und man iHdiiill die er.s(eii Nälieritiigeii von »• und i, als 
Funktion von r, allein, in der folgenden Fonii: 



« — — r * !''■ + ‘>) + + e + il’l *1” * *1 + 4? — *i" M — 2r1 

■t 



Mil t 
MD 1*4 



C^) + + e + 1*) ^- c<is2a, + If» t cos(2k - 2rl . 



Auf diesem Wege kann man die. von c iil)liängigen fllicrlcr der cr.sten Näherung des Knotens und 
der Neigung, kleine Bruchtheile atigei-echnct, Iwseitigeu. Die .Annahme, dass sich ilie neuen Elemente 
» und (■ als Funktion von r, allein ihirstellen, verträgt sich demnach mit einer immerhin laiträchtlicheu 
(Genauigkeit. Die von dem jedesmaligen Orte des Mondes in seiner Bahn aidiängigen Störungen der 
genannten Elemente wenlen durch die vorgeschlagene Tran.sforiimtiun auf erheldich kleinere Werthe ziirück- 
gefUlirt. Es hleihen in Folge des,scn die von dem Orte der Sonne allein ahhängigen (Glieder weit über- 
wiegend. Wenn auch die letzteren schon urspriinglich beträchtlicher sind als die ersteren, so halren 
dieselben doch eine in solchem Maa-sse längere l’eriode, dass sich die (Geschwindigkeit der Variation in 
ilen beiden Arten von Stöningen imsprünglicb in ungefähr gleichem Maa.ssc bemerklich macht. 

Aus dem Vorstehenden ist ersichtlich, ilass die Veränderliche 5 eine vnrtheilliafte Verwendung zur 
Iteductiou des Knotens uml der Neigung der Mondbahn gestattet. Diese lieductiou ist um so fönler- 
licher, als sic in jenen Quadraturen, durch welche die Elemente darge.stidit sind, kaum eine .U’nderung 
der Fonn zur Folge hat. Es ist schon witslerludt darauf hingewiesmi worden, dass maif die in Kerle stchenrie 
Transformation ohne Wciteiies bewerkstelligt, indem man in der .Storuugsfunktiun die ursprünglichen 
l’olarennnlinatcn geradezu gegen ilie rntsiuts'henden neuen vertauscht. 

Indem man >j = 0 setzt, behält man die einfacheren (Gleichungen: 



27. M, — u =■ »iid j«iii2fO, — O) 

42. sin ö sin ( O, — O I = Jt sin i sin n 

43. cos i sin i, cos (0, — O ) — sin i cos G, = J sin G ais n . 



Mit deren Hilfe hat man, tien Aufstellungen des !j 4.ö zufolge, in den Integmigleichungen I\'. V. und 
VI. des S 4() auf der linkeu Seite die Elimination der ursprünglichen Elemente o, . ft, und G, auszu- 
fiihren. Die (Gleichung 27. ist zu dieser Elimination unmittelbar vci"M eiidbar. Um die liciden anderen 
(Gleichungen zu diesem /wecke dienlicher zu machen, inultiplicire ich die (Gleichung 43. mit cosi. Ich 
schreibe alsdann die identisclie (Gleichung: 



cos G (cos G sin i, C(« (ft, — fti — sin G cos G,^ =r sin G, ros (ft, — ft) — sin G (cos G cos G, + sin G sin G, cos (ft, - ft)j . 

Zur Vereinfachung der weiteren Uechnung 



i « US« I» + sin i sin i, cn» 1 = I 
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sptoiiil, fillire ich ilic Ulcichung -13 ülier in: 



üin i, cns ( — sin iss ^ ?(id i cos i cos » . 



Die Eliniinntion vbn sin r, zwischen 42. und 43. ist nun leicht zu liewerkslellinen. Man tinilet zur 
liest ininmiiK vuu die Gleichunt;: 



4(i. 



tgt», -a;i = 



1 4* fcosiciis u 



Kliniiniil man iil>er fr, — fr zwischen elicn diesen lieiden (ileichungen , so findet nimi mit Ruck.sicht 
darauf, dass J*sin*i nehen iler Kinlicit gestrichen werden darf, zur Ilestimniung von t, die Gleichung: 



47. 



»Io- f* « sin* » 1 1 4- 2 J CO» f CO» M + . 



Indem mau in jene Integralgleichungen IV. V, und VI. auf der Huken Seite die aus 27., 4(i. und 47. 
sieh ergelienden Werthe tu,, frj und», ein.setzt. gelangt man zu denjenigen Integralgleichungen, aus 
welchen die neuen Elemente a i fr umuittelhar liestimmt werden küimeu. 
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Xachträ^c und lk‘ricliti^;uiis;cii 



Seite 5, Zeile 15 v. o. statt Hieraus Ut lies Hieraus sich die Uichtigkeit der nhen aufgestelUtni Coordiuateuwerthe 
X Y Z ersehen. Ks ist cugleirh 

&-it* 0. /.eile 0 V. u. ttatt lies ~ *) 

C4fS f(a cos p 

• tjo, » G T. n. den Sehlnsssatz »Ks ist auch nicht zu Oberseben...« zu streichen. Auch in i’bl. lU wird <l als 

eine HcsiamUtre aiirgefasst, vgl. dmt § i%. ln dem Yorliegendeu bezeichnet X das Verhultniss der mitUereii 

Bcwpgnrig tu der niissercn Balm zu der in der inneren Bahn. In Phi. III ist 1 nicht gcn.iu das um* 
gekehrte Verhiltniss, da das letztere dort als eine Verümh'rlicbe gedacht werden muss. Die genannte 
Gross«* bezeichnet nur den ilauptbcstandtheil des umgekeltrten VcThältDisaes, wtddicr durch dne Bestandigi* 
auBgedrOrkt werden kann. 

Seite 24, Zelle 1 t. u. statt I -y- lies I 
• * 84, » ö V. u. statt rr"— lies rr“'ss 

i)t «t 

• 34, • 3 V. u. statt — =s lies — 

ft ft 

» 89, •- 2 V. 0 . statt (™) 1>* lin* 

• 48, » 8 V. o. »Dies ist eine weitere Schwierigkeit, welche die Variation der e!li|ittBcheii Kicmente mit sich ge> 

bracht hat«. Ks s<i]l duinit nicht gesagt seiu, dass zufolge* der auf die Varialinn der ciliptiiichen Klc^ 
mente gpgrOudeten Htöraogstheorie auch in denjenigen gesiOrU'ii Elementen, welche nicht Wiokelgrussen 
sind, die der Zeit proporliouulen Glieder unveriueidiicb seien. Ich biu schon in Phi. III zu einem andern 
IteHultate gelangt. Von den sechs im § 22 dort aufgestelUcn Storuagsgleichungen hahea nur zwei die 
ßesliuiiming von Wiiikelgrüsscu zum Zwecke. Die der Zeit proportionalen Glieder, welche sich durch 
die Integration einer dritten Störuugsgleichung ergeben. laBseu sich durch die im § 20 dort angegebene 
Transformation beseitigen.. 

Seite «!, Zeile 12 t. o. tUlt m }/ «cs m, 

^ l 4* IN. f 1 + Wl, 

• J!3, » 10 T. (*. statt 

»114. » Wv. o. statt ^ Cj^) ^ C^) 

• 136, * 4 T. o. Statt (jt’ + T, f') lies (x' + x, «'/ 

• 135, • 0 v. 0 . statt xti* lies gij.’ 

• 145, ► 5 ▼. o. klau (i/ cos « + 4^ sin t) lies (4,' c«»s t + 4' »ln * )* 



Digitized by Google 



BoriclitiguiiKon zu Pbl. III. 



Soilr 



1. Zi ilo II, B. <: V. u. statt x üc« ji tlpsnutl ~ k 



»I. 

r>B. 

7II, 

71. 

71, 

7:4. 

88. 



H T. 0. 6U1t A lies A„ 

II V. H. statt sin*-— sinn, lies ins' sin w* 

8 V. tu Stau ^ ^ ^ ( r } 

9 V. u. statt sin r lies sin r, 

1 T. tu Statt l/^2_ .S lies 1 / .S 

r ib, f i> 

8 T. O. statt ^ .S s 

Hi V. tu «tut + ff. lifs + 2 ff, 

f/ff, fic., , 

9 T. «. statt — liP< ,, + 

du 



kuil.iuL'. i•rll•k iVr U |thAl'N'i>lH'i4 If^n-usIxltiukMi-k. 
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